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De Korteweg-de Vries vergelijking
in wezen en verschijning

De onthulling van de portretten van de wiskundigen Korteweg en de Vries in het
K.d.V.-Instituut van de Universiteit van Amsterdam is mede aanleiding tot deze
historische verhandeling, een uitgewerkte versie van de lezing, die de auteur ter
gelegenheid van bovengenoemd evenement heeft gegeven.

Eduard de Jager (em. Universiteit van Amsterdam)

Korteweg en de Vries hebben
internationale ~ bekendheid
verworven wegens de naar hen ge-
noemde “Korteweg-de Vries verge-
lijking” met behulp waarvan lange
golven op ondiep water beschreven
worden. Deze bekendheid ont-
stond echter pas zeventig jaar na de
publicaties van Korteweg en de
Vries; dit was het gevolg van de
herontdekking van de K.d.V.-ver-
gelijking door Zabusky en Kruskal
[14] en van vele toepassingen [21].

In de mathematische literatuur
wordt meestal naar een vereenvou-
digde vorm van deze vergelijking
gerefereerd, die echter in wezen
niet verschilt van de formulering
zoals gegeven in het proefschrift
van de Vries uit 1894 [1] of het be-
faamde artikel van Korteweg en de
Vries in de Philosophical Magazine
uit 1895, [2]. Voor de ontstaansge-
schiedenis van de K.d.V.-vergelij-
king moet men echter verder naar
het verleden teruggaan, te begin-
nen met de experimenten van Scott
Russell uit 1834, [3] en de daarna
volgende theoretische onderzoe-
kingen van voornamelijk Boussi-
nesq, 1871-1877, [4]-[7], Rayleigh
(Strutt, JW.), 1876, [8] en St.
Venant, 1885, [9]. Verschillende as-
pecten van het onderzoek van ener-
zijds Boussinesq en van anderzijds
Korteweg-de Vries worden nader
belicht, waarbij in het bijzonder
aandacht wordt gegeven aan het
meest toegankelijke artikel van
Boussinesq [6] en het artikel uit de
Philosophical Magazine van Korte-
weg en de Vries, [2]. Het zal blijken
dat Boussinesq de eer toekomt als

eerste een bevredigende wiskundi-
ge beschrijving van lange golven te
hebben gegeven en daarmee ook ei-
genlijk de ontdekker te zijn van de
K.d.V.-vergelijking, zij het in enigs-
zins verhulde vorm; zie ook R.
Pego, [10]. Voor vele historische de-
tails, latere ontwikkelingen inbe-
grepen, wordt de lezer verwezen
naar A.C. Newell [11], R.K.
Bullough [12], J.W. Miles [13], O.
Darrigol [22] en KdV’95 [21].

De probleemstelling

In 1834 reed de Schotse scheeps-
bouwkundige ingenieur John Scott
Russell te paard langs het Union
Canal dat Edinburgh met Glasgow
verbindt. Hij volgde een trekschuit,
door een span paarden met grote
snelheid voortgetrokken; de schuit
werd echter plotseling in zijn vaart
gestuit, vermoedelijk door een of
ander obstakel. Op dat moment
ontwaarde de ingenieur een bijzon-
der verschijnsel: een mooie ronde
stabiele golf, een well defined heap of
water, maakte zich los van de boeg

en verwijderde zich naar voren
zonder van vorm te veranderen
met een snelheid van ongeveer acht
mijl per uur, ongeveer dertig voet
lang en één a twee voet hoog. Hij
volgde de golf op z'n paard en na
een jacht van één a twee mijl ver-
loor hij de heap of water in de win-
dingen van het kanaal, [3].

Menig fysicus zou het verschijnsel
niet geanalyseerd hebben en het la-
ten voor wat het was. Zo niet Scott
Russell, die in het schijnbaar “ge-
wone” het bijzondere ontdekte. Hij
ontwierp experimenten door lange
golven op te wekken in lange on-
diepe bakken gevuld met water en
hij bestudeerde aldus het door hem
waargenomen verschijnsel, in het
bijzonder de vorm en de voortplan-
tingssnelheid van de door hem ont-
dekte solitaire stabiele golf, die hij
de Wave of Translation noemde; zie
Figuur 1. Voor een uitgebreide his-
torische studie van het werk van
Scott Russell wordt de lezer verwe-
zen naar het overzichtsartikel door
R.K. Bullough [12].

In de negentiende eeuw bestond er
in Engeland en Frankrijk reeds een
rijke traditie in de mathematische
beschrijving van hydrodynamische
verschijnselen, met name van golf-
bewegingen in onsamendrukbare
vloeistoffen zonder wrijving; be-
kende namen zijn o.a. Airy, Stokes,
Rayleigh, Lamb, Lagrange, St
Venant, Boussinesq.

De uitdaging van Scott Russell aan
de wiskundigen het bestaan van
een solitaire golf theoretisch te be-
vestigen “to give an a priori demon-
stration a posteriori”, miste zijn uit-
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Figuur 1. Ontleend aan M. Remoissenet [23]
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werking niet. De mathematisch-fy-
sische vraagstelling betreft, kort sa-
mengevat, het onderzoek naar de
existentie van een stabiele golf, die
zich zonder vormverandering
voortplant.

In tegenstelling met de experimen-
tele resultaten van Scott Russell
was Airy van mening dat dit onmo-
gelijk is: de golf zou gedurende zijn
voortplanting noodzakelijkerwijze
aan de voorkant steiler en aan de
achterkant vlakker worden; hijj
werd daarbij ondersteund door
Lamb (1879), Bassett (1888) en
McCowan (1892), zie [1], [2]. Stokes
had aanvankelijk wel een bezwaar
omdat naar zijn inzicht de enige
stabiele golf sinusoidaal zou moe-
ten zijn en dat de well defined heap of
water derhalve onmogelijk is; later
bekende Stokes dat hij zich hierin
vergist had.

De door Scott Russell gevraagde “a
priori demonstration a posteriori”
werd inmiddels wel geleverd, eerst
door Boussinesq [4]-[7] in
1871-1877, iets later door Rayleigh
[8] in 1876 en tenslotte, om aan alle
bovengenoemde controversen een
einde te maken door Korteweg en
de Vries in 1894, [1], [2]. Rayleigh
gebruikte in zijn wiskundige analy-
se in wezen dezelfde methode als
gebruikt door Boussinesq en later
door Korteweg-de Vries, maar zijn
verhandeling is minder uitgebreid
en wordt daarom hier buiten
beschouwing gelaten.

De vergelijkingen van Boussinesq
en Korteweg-de Vries

De afleiding van enerzijds de ver-
gelijking van Boussinesq en ander-
zijds die van Korteweg-de Vries
hebben veel overeenkomsten. De
auteurs beschouwen lange golven
in een ondiep kanaal met rechthoe-
kige doorsnede; de vloeistof wordt
incompressibel en rotatievrij veron-
dersteld, terwijl de wrijving, ook
die langs de wand, verwaarloosd
wordt.

Boussinesq

De coordinaten (x,y) geven de
plaats van een vloeistofdeeltje ten
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tijde ¢, pis de druk in de vloeistof, o
de dichtheid en (1,v) de snelheids-
vector. De hoogte van de vloeistof
in rust wordt aangegeven door
y OH en het golfoppervlak door de
functie y OHO h(x,t) met h(x,t)
klein ten opzichte van H; tenslotte
wordt aangenomen dat de golf-
lengte groot is in vergelijking met

Figuur 2

Wegens de rotatievrijheid is de
snelheidsvector de gradiént van
een scalarveld, de zogenaamde
snelheidspotentiaal [x,y,t). Deze
laatste voldoet wegens incompres-
sibiliteit aan de vergelijking van
Laplace en daarom kunnen de vol-
gende ontwikkelingen opgeschre-
ven worden:

®)
waarin f een nader te bepalen func-
tie van x en t is, die langzaam met x
verandert (de golven zijn lang in
vergelijking met H). De randvoor-
waarde v 0 voor y 0is vervuld en
de randvoorwaarden aan het golf-
oppervlak worden afgeleid uit de
bewegingsvergelijkingen en de
kinematische vergelijking.

Integratie van de eerstgenoemde

geeft de vergelijking van Bernoulli
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waarin ¢ de versnelling van de
zwaartekracht is en x een nog wille-
keurige functie is, alleen afhan-
kelijk van t. Als de constante atmos-
ferische druk gelijk is aan p, dan
geldt tevens
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Tenslotte geldt onder de aanname
dat de vloeistof in rust is voor
x[M (of xOI ) de volgende
randvoorwaarde op het vloeistof-
oppervlak
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i
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waar de suffix s aangeeft dat voor y
de waarde y OHUO h(x,t) genomen
is. Een tweede randvoorwaarde
volgt uit de kinematische vergelij-
king

®)

Boussinesq weet vervolgens L[], u,

en v, uit (7) en (8) te elimineren en

komt aldus tot de naar hem ge-

noemde vergelijking voor het golf-
oppervlak:

L, T - 3

©)

Deze vergelijking geeft reeds een

betere benadering dan die gegeven

door Lagrange in 1786, namelijk de

“golfvergelijking”,
L,
e =
(10)
met algemene oplossing

hx, 1) Ol 0 JgH ) 1, G JgH ¢).

Boussinesq beperkt zich vervol-
gens tot golven die zich in de rich-
ting van de positieve x-as bewegen,
d.w.z. in de Lagrange-benadering:
h(x, t) Oh, (xJ @ t) met voort-
plantingssnelheid [}, D@ .

Een andere vorm voor de differen-
tiaalvergelijking (9) wordt nu ver-
kregen door gebruik te maken van
de behoudswet
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waarin [ de voortplantingssnel-
heid van de golf voorstelt. Na sub-
stitutie in (9) en integratie naar x
onder de conditie dat & en zijn afge-
leiden naar x tot nul naderen voor
x I ontstaat de vergelijking

I_- [ )+ gt _- : [ : |I.j- - ”:. 3 f i'- i
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(12)

Deze uitdrukking kan met behulp
van (11) geschreven worden als

(13)

Zonder de orde van de benadering
te verstoren mag [J/O¢t door

1/gH O/0x vervangen worden en
na integratie met betrekking tot x
wordt de volgende belangrijke uit-
drukking voor de voortplantings-
snelheid verkregen:

¥ 1! 2
o= e + [ | - S
(14)

Deze betrekking voor O levert na
substitutie in de relatie

(15)
een alternatief voor (12), namelijk
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ofwel na overgang op de nieuwe
variabele [ door definitie van
hdx A :
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waarin dh/dt Oh /OO0 B/ x de
totale afgeleide is naar ¢.

Boussinesq substitueert (14) niet di-
rect in (11); had hij dit wel gedaan
dan was het resultaat
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Deze vergelijking is de KdV-verge-
lijking “avant la lettre” en verschilt

slechts van de bekende KdV-verge-
lijking doordat de codrdinaten (x,t)
betrekking hebben op een vast
coordinatenstelsel, terwijl de ver-
gelijking, opgesteld door Korteweg
en de Vries, beschreven wordt met
behulp van een met de golf meebe-
wegend coordinatenstelsel.

Boussinesq heeft in een voetnoot op
p- 360 van zijn 680 pagina’s dikke
Mémoire “Essai sur la théorie des eaux
courantes” [7] een nog andere aflei-
ding van (18) gegeven zonder ge-

, bruik te maken van de voortplan-

tingssnelheid [1 Deze laatste volgt
dan echter ook eenvoudig uit (18)
met behulp van (11); zie ook R.
Pego [10].

Uit (14) blijkt tenslotte dat de voort-
plantingssnelheid van de golf, be-
horende bij onderscheiden punten
van het golfoppervlak, verschillend
is, hetgeen tot gevolg heeft dat het
in de verwachting ligt dat de golf
gedurende zijn voortplanting van
vorm zou moeten veranderen, on-
derwerp van de discussie naar aan-
leiding van de ontdekking van de
stationaire golf door Scott Russell.

Korteweg-de Vries

Korteweg en de Vries gaan via de-
zelfde theoretische overwegingen
als die van Boussinesq uit van het-
zelfde randwaardeprobleem zoals
in de vorige paragraaf geformu-
leerd. Een verschil in behandeling
bestaat onder meer hierin dat deze
auteurs de oppervlaktespanning in
rekening brengen, zodat de verge-
liiking van Bernoulli (6), na
toepassing op het golfoppervlak,
overgaat in
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Een tweede meer wezenlijk ver-
schil bestaat hierin dat Korteweg en
de Vries deze randvoorwaarde
naar x differentiéren, waardoor de
willekeurig te kiezen functie [{t)
niet meer optreedt en de theorie
ook toegepast kan worden op peri-
odieke golfbewegingen, die niet
uitsterven voor x Il ; zie de pa-
ragraaf betreffende de stationaire
periodieke golf.

Een derde verschil in de afleiding
van de differentiaalvergelijking be-
treft de voortplantingssnelheid [
als functie van h(x,f). Een naar
rechts lopende golf wordt bij bena-
dering tot stilstand gebracht door
aan de vloeistof een tegengestelde
snelheid te geven of, wat op hetzelf-
de neerkomt, door een bewegend
coordinatenstelsel in te voeren dat
zich naar rechts verplaatst met een
in eerste instantie uniforme snel-
heid ,/gH en in een betere benade-
ring met een snelheid
JgH M ./g/ H, waarin O een nog
nader te bepalen constante is van
dezelfde orde van grootte als h(x, t).
In dit bewegende assenstelsel

= | u"ﬁ _H'I}Ef VP, T =f

(20)

wordt de differentiaalvergelijking
voor het golfoppervlak door Korte-
weg en de Vries gegeven door
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waarin de parameter [ gedefi-
nieerd is door

s TH
i

(22)
met T de oppervlaktespanning in
het golfoppervlak, die door Boussi-
nesq niet in acht werd genomen. De
vergelijking (21) is de oorspronk-
elijke KdV-vergelijking, zoals deze
voor het eerst in het proefschrift
van de Vries verschenen is. Deze
vergelijking met T [0 is gelijkwaar-
dig met (18) en kan hieruit worden
afgeleid door de transformatie (20)
hierin te substitueren.

De solitaire lange golf

Onder de veronderstelling dat een
solitaire golf bestaat is het wegens
de equivalentie van de vergelij-
kingen (18) en (21) vanzelfspre-
kend dat de beide theorieén een-
zelfde uitdrukking geven voor het
golfoppervlak in stationaire toe-
stand. Voor een dergelijke golf be-
zitten alle punten van het opper-
vlak dezelfde constante voortplan-
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tingssnelheid en derhalve moet [
constant zijn.

Uit (14) volgt dan met behulp van
o /gl conkt :,/¢dH +.g/Hh

-

o= h ah
= =——=(2h) - 3h).
v~ IH-

23)
Integratie onder de expliciete ver-

onderstelling dat kKO0 en
[h/Ox O Ovoor x LIl geeft

-
[ ch)
| =

3 .0
| - h={fh —h

e
(24)

en de positieve oplossing wordt

- I :'”l|
fx,rh = hysech™ || — (¥ — o))
N an
(25)
met

|
J;E'-— h] &
H

\
26)

Uit (24) volgt h, Oh(x,t)en h, is de
hoogte van de golf; verder conclu-
deert men uit (26) dat de golfsnel-
heid groter is naarmate de golf ho-
ger is. Dit betekent dat bij het optre-
den van verscheidene separate soli-
taire stationaire golven van de ge-
daante (25) de hogere golven de la-
gere golven zullen inhalen, indien
bij een begintoestand de hogere
golven achter de lagere gelegen
zijn. Dit geschiedt zonder vormver-
andering zodat een rij separate gol-
ven te vergelijken is met een rij rol-
lende knikkers, waarbij de snellere
hun impuls na botsing overdragen
aan de langzamere. Dit is de reden
waarom de ontdekkers Zabusky en
Kruskal dit soort solitaire golven
“solitonen” genoemd hebben; [14].
Voor een expliciete berekening zie
[15], 1I, 3.5. Het resultaat (25)—(26)
werd ook door Rayleigh [8]
afgeleid; de prioriteit schrijft hij
echter toe aan Boussinesq [12].

o=/gH 4-11-

Korteweg en de Vries beschikken
niet over een expliciete formule
voor de golfsnelheid O die van
h(x, t) afhangt. Voor een stationaire
golf in het meebewegende coordi-

22

natenstelsel (20) geldt echter
(h /I 00 en dus volgens (21):

-‘I_ | .',J|:+iinf|- .Ll'r'f-f =
agi - - B |

27)
waarin [Jde nog onbekende correc-
tie van de voortplantingssnelheid
JgH voorstelt. Integratie onder de
voorwaarden
h,dh/d0d*h/d3* O 0 voor I
geeft

L}
.;.l'.rr

i .fr:(.l'r—.'_’lz:l
A | o

(28)

Korteweg en de Vries onderschei-
den de twee gevallen [I] 0O en [1J 0;
wij beperken ons hier tot het geval
(O Oen dan geldt2 Onegatief. Bij de
keuze 2111 h, en met h, de golf-
hoogte, krijgen we

—

IJIJ i}

Vaa 7
(29)

In het geval T 00 wordt (1] L H® en
(29) gaat over in

h(Z)=h- sech”(

. ;I k1] )

R(E) =y sech=(, i—=E).
II..rrll

W

(30)

hetgeen overeenkomt met het re-
sultaat (25) van Boussinesq. Ook de
golfsnelheid komt overeen met
(26), immers volgens (20) is

ok = I'm-ll !:
v Vi

- R+ 3y
G
Deze benadering van de golfsnel-
heid, waarin de formule van La-
grange verbeterd wordt, werd
reeds in 1844 door Scott Russell ex-
perimenteel geverifieerd. Korte-
weg en de Vries beschouwen ook
solitaire golven met negatieve am-
plitudo en tonen eenvoudig aan dat
deze  mogelijk  zijn  voor
H O,3T/(CR), d.w.z. voor water
van ongeveer H (J1/2 cm.
De periodieke stationaire golf
Het stationaire golfoppervlak vol-

doet volgens (27) aan de vergelij-
king

d*h
ot

rl':'__

|'_|I [
ol !l.'lz--r:u:.l'r—
R :

=L}
(32)
In de theorie van Korteweg en de
Vries is voor de geldigheid van
deze vergelijking niet noodzakelijk
dat h,dh/d0d*h/d* 00 voor
I . Zijlaten deze aanname dan
ook vallen. Tweemaal integreren
van (32) geeft achtereenvolgens

=
-+ - 'll'll
.:'5+-_l‘.||'—_1::x.l'.'+£n — =0
- - d.\‘:_
(33)
en
f
oy = boph - .'|'z = :11.'|: ] — :|1 =0,
(34)

met ¢ en ¢, integratieconstanten.
Onder de aanname dat de y-coordi-
naat van het laagste punt van het
golfoppervlak de positieve waarde
H heeft, geldt voor het stationaire
golfoppervlak y OHO () met
dh/d0 en d*h/d0 00 voor h 0
en dus ¢, 0 en ¢, [0 als we verder
aannemen [1] 0.

A
N [ LS
- 5 i . ub = e
e Ea— =
H
T
Figuur 3

Derhalve bezit de vergelijking
0 020 O6cd 0 een positieve
wortel /1 en een negatieve wortel [k
en (34) wordt

P ——

I
= I Bh=-Anh+k), h»0 kxnD

LT

il =
a'Z
35)
Met behulp van de substitutie
h Oh cos® Okrijgen we de periodie-
ke oplossing

e TR

h(E)=h o’y -4*—-
a

(36)

waarin cn de elliptische functie van
Jacobi  voorstelt met modulus
M UOh /(hO k)en periode

e

1
4K D40 )@ M ¢ )2 dt.
0
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Korteweg en de Vries noemden dit
soort door hen ontdekte golven
“cnoidale golven” en het golfop-

pervlak is een trein periodieke gol-
ven met golflengte 4K,/U/(h Uk).

Voor k 0 en M 01 wordt de golf-
lengte oneindig en men krijgt de so-
litaire stationaire golf (29); voor
kI en MO Oresulteert bij bena-
dering de sinusoidale golf

WD Oh cos® 0
Oh cos® ;élifz[] k)/(4|])[||:|

met afnemende golflengte bij toe-
nemende k, overeenkomend met
een resultaat van Stokes, zie [13]. In
dit geval kan k(0 ontwikkeld wor-
den in een snel convergerende Fou-
rierreeks. Dit was dan ook de reden
waarom gedacht werd dat de enige
permanente stabiele golf van sinus-
oidaal type zou moeten zijn, waarin
de niet-lineaire termen een modifi-
catie van de golfvorm geven; Sto-
kes heeft zijn vergissing later ge-
merkt en een rectificatie gegeven.
Ook Boussinesq heeft in zijn
Meémoire [7, pp 390-396] het algeme-
ne geval van de periodieke statio-
naire golf behandeld, waar hij ech-
ter uitgaat van een ander stel verge-
lijkingen; zie ook [9]. Het resultaat
is in wezen (35) maar een expliciete
oplossing wordt niet gegeven.

De stabiliteit van de solitaire
stationaire golf

Het doel van het onderzoek van
Boussinesq en Korteweg-de Vries
was de bestudering van het gedrag
van lange golven op het oppervlak
van een vloeistof in een ondiep ka-
naal. In het algemeen vindt gedu-
rende de voortplanting van de golf
vormverandering plaats, maar in
het geval van een stationaire golf
treedt per definitie geen vormver-
andering op en dus is de vraag ge-
wettigd waarom de solitaire statio-
naire golf een uitzondering op de
regel is. Voor de existentie van deze
golf is een nader onderzoek vereist
naar de “parameters”, die het sta-
biele gedrag nader bepalen. Ge-
makshalve noemen we dit het sta-
biliteitsonderzoek en dit is door
Boussinesq en door Korteweg-de
Vries op geheel verschillende wijze
verricht. Het optreden in (12) en

2000 p*)33@ pt h)

(21) van de niet-lineaire term
hdh/d0 en de dispersieterm
L°KID ° wijst reeds op een

mogelijke balans die de stabiliteit
van de golf bevordert.

Stabiliteit volgens Korteweg
en de Vries

Korteweg en de Vries beschouwen
een golf van de gedaante

s, 0= Fsech™{pZ),

(7)
waarin  en p vooralsnog willekeu-
rige constanten zijn. De evolutie
van h([0) wordt bepaald door de
vergelijking (21) en substitutie van
(37) geeft een vergelijking voor het
golfoppervlak h([C) als functie van
Uen L] Het resultaat is

% m3\F R4t B
00D 0
° 40p? Dh
sech2 (pD tanh(0J).
(38)

Bij de keuze van Uen p zodanig dat
I ofwel
0041 p*0 2 h, gaat (38) over in

DDsech2 (P00 3

on - |_

. B W R T T [P, 1 LI
iy [y — ki sech “d pE)ienh ' pE).
T i

(39)
De combinatie p Oy/h /(40) en dus
(I 1k  maakt b/ 00 en we
krijgen de stationaire golf (29).

Een nadere numerieke analyse van
(39) met behulp van Tabel IX uit de
Traité des fonctions elliptiques (II) van
Legendre [16], levert dat de golf ge-
durende zijn beweging naar rechts
aan de voorzijde steiler en aan de
achterzijde vlakker wordt als
h D40p* en omgekeerd aan de ach-
terzijde steiler en aan de voorkant
vlakker als i 040p*. Dit resultaat
ontkracht de bewering van o.a.
Airy, dat de golf gedurende zijn
voortplanting altijd aan de voorzij-
de steiler en aan de achterkant vlak-
ker wordt. Deze opvatting is begrij-
pelik als men bedenkt dat de
KdV-vergelijking bij verwaarlo-
zing van de  dispersieterm
LM*KD °gereduceerd kan wor-
den tot [h /I Ok HI OO0, waaruit
volgt dat punten op het golfopper-

vlak zich sneller naar rechts bewe-
gen naarmate zij hoger gelegen
zijn. De dispersieterm 1 [ KD °
en de niet-lineaire term hdh/dO
compenseren elkaar in een statio-
naire golf.

Stabiliteit volgens Boussinesq

Om de stabiliteit van de solitaire
stationaire golf te onderzoeken be-
schouwt Boussinesq alle golven,
zowel stationaire als niet-stationai-
re met dezelfde energie, waarvoor
geldt .

(RE 0i0g [ dx
m

u] Hl h

030 gx [Qu°0 v*)dy
m 0

u]
OCg [ dx.

. (40)
Hiernaast voert hij in de functio-
naal
' T
(—) = --!_;J'I?'} dx,

k) H-

(41)
het moment de stabilité genoemd. Uit
een eenvoudige berekening volgt
dat M een behouden grootheid is,
d.w.z. dM/dt 10 voor elke golf die
aan (12) en (14) voldoet. Met behulp
van de transformatie

1
g = J'h:dr
.

gaat (41) over in

I

:| =3—lde.

H”

lﬂr

-lr"'||1
i 'Ili'!.

Zonder zich op de formule van Eu-
ler-Lagrange te beroepen, maar
door voor dit speciale geval de be-
kende afleiding te geven, bepaalt
Boussinesq vervolgens de vergelij-
king voor h([Jt) zodanig dat M een
extreme waarde bereikt. Dit extre-
mum wordt gevonden indien h([J¢t)
voldoet aan de vergelijking
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Met dOMA*dA] hdd volgt (17) met
dh [ dt 00; derhalve geeft alleen de
stationaire solitaire golf bij gegeven
totale energie E een extreme waar-
de aan M. Variatie van & met [ re-
sulteert in [IM [0 voor alle h(x, t)en
dus is M onder alle golven met ge-
geven energie een minimum indien
de corresponderende golf h(x, t)sta-
tionair is. Omdat met M ook M on-
afhankelijk is van t volgt onmiddel-
lijk de stabiliteit.

Dit fraaie resultaat verdient com-
mentaar in het bijzonder omdat M
een aantal eigenschappen bezit van
de Hamiltonfunctionaal, die op-
treedt in de beschrijving van de
Korteweg-de Vries vergelijking als
een Hamiltonsysteem. De theorie
van continue Hamiltonsystemen is
van vrij recente datum en de eerste
fundamentele resultaten zijn pas in
de zestiger jaren gegeven, onder
anderen door P. Lax in 1968 [17],
Zacharov in 1968 [18] en L.J.F.
Broer in 1974 [19]. Verder wordt de
lezer verwezen naar P.]. Olver [20]
en naar E. van Groesen en E.M. de
Jager [15, part I, Ch.1,2, part II,
Ch.5], waar de theorie van onein-
dig-dimensionale continue dyna-
mische  systemen  uitgebreid
behandeld wordt.

In het bijzonder kan de Korte-
weg-de Vries vergelijking als Ha-
miltonsysteem  gerepresenteerd
worden door de vergelijking

Ch a
— [M./eH — [ # met
r & qu

H(h) O

o0 2 30
Dlj'hz DD%]HEQQ Dlh—DDdx
o 0 12 0x0 4 Hog

(42)
waarin [ # de variationele afgelei-
de is van de functionaal #, en Oeen
schaalparameter. De eerste term in
H is de Hamiltonfunctionaal voor
golven in de Lagrangebenadering
en de tweede term is de Boussi-
nesqcorrectie, overeenkomend met
het moment de stabilité M. Hamiltons
theorie voor eindige discrete syste-
men dateert van plusminus 1835 en
het was pas een eeuw na Boussi-
nesq dat deze theorie gegenerali-
seerd werd voor continue syste-
men. Boussinesq heeft, waarschijn-
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lijk onbewust, door het gebruik van
functionalen een eerste stap in de
richting van deze generalisatie
gezet.

Andere bijzondere onderwerpen

In de voorafgaande paragrafen zijn
alleen de belangrijkste aspecten
van het onderzoek van enerzijds
Boussinesq en anderzijds Korteweg
en de Vries besproken. De auteurs
behandelen verder vrij gedetail-
leerd het snelheidsveld in de vloei-
stof, de banen van vloeistofdeeltjes,
de beweging van het zwaartepunt
van een solitaire golf en een aantal
karakteristieke grootheden zoals
de potentiéle en de kinetische
energie van een golf. Boussinesq
eindigt zijn artikel [6] met een kwa-
litatieve beschouwing van de
vormverandering van lange niet
stationaire golven. Hierbij is van-
zelfsprekend de voortplantings-
snelheid [J(14), van belang. De te-
kensvanhenh,  bepalen de relatie-
ve snelheid van een punt op het
golfoppervlak ten opzichte van de
basissnelheid ,/¢H. Er wordt plau-
sibel gemaakt dat één solitaire posi-
tieve golf zich kan opsplitsen in
verscheidene solitaire positieve
golven en dat een negatieve soli-
taire golf niet kan optreden (N.B.
T 00).

Een belangrijk item voor Korteweg
en de Vries was te bewijzen dat de
benadering voor het golfoppervlak
van een stationaire golf onbeperkt
verscherpt kan worden via een con-
vergente reeks. Hun uitgangspunt
is de eerste benadering, zoals gege-
ven in (36) en verder de relaties
al

l':.rél'-L = allir— =k u_]_.'_-_l,___._.,:\'_ |

en

flE)ymg+rh+ '.'.I']: =

met f zoals gedefinieerd in (1); ver-
gelijk (35).

De coéfficiéntena, b, ¢, ... eng, 1,5,
... dienen uit de randvoorwaarden
op het golfoppervlak bepaald te
worden, namelijk

iy
l..||:|'.'|-l.'5|."|]”‘

en
o, Hr:u: - |'_.L|:-|I-':|: + 2gh = constant .

Het resultaat wordt een reeksont-
wikkeling met algemene term
O(h"). De berekeningen zijn, hoe-
wel elementair, dermate moeizaam
en gecompliceerd dat men mag ver-
wachten dat andere onderzoekers
hieraan niet veel aandacht hebben
geschonken. Zelfs de eerste bena-
dering volgend op (36) vraagt reeds
zoveel inspanning dat het verstan-
dig is met het resultaat (36) genoe-
gen te nemen.

Slotopmerking

Het is in onze tegenwoordige tijd
wellicht bevreemdend dat Korte-
weg en de Vries alleen de korte uit-
eenzetting van Boussinesq uit de
Comptes Rendus [4] citeren en niet
de uitgebreide verhandelingen in
het |. M.P.A. [6] en de Mémoire [7]
uit respectievelijk 1872 en 1877.

B. Willink heeft aan de auteur uit de
nalatenschap van de Vries een ko-
pie van een door de Vries geschre-
ven uittreksel van het artikel van St.
Venant [9] uit 1885 ter hand gesteld
en daaruit blijkt dat de Vries stellig
op de hoogte was van het bestaan
van de “Essai sur la théorie des eaux
courantes”. Dit brengt ons tot de
vraag waarom Korteweg en de
Vries het onderzoek door Boussi-
nesq pas in 1894 opnieuw bewerkt
hebben. Het antwoord wordt dui-
delijk uit de “Introduction” van hun
artikel in de Philosophical Magazine
[2]. Zij schrijven dat Lamb en Basset
nog steeds van mening zijn dat gol-
ven gedurende hun voortplanting
noodzakelijkerwijze van vorm ver-
anderen, steiler aan de voorzijde en
minder steil aan de achterzijde, en
verder dat de onderzoekingen van
Boussinesq, Lord Rayleigh en St.
Venant aanleiding geven hieraan te
twijfelen, maar dat het desalniette-
min moeilijk is in te zien, waarom
de solitaire golf een uitzondering
op de regel zou zijn. Alle reden om
het onderzoek nog eens te
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entameren. Misschien was het in de
negentiende eeuw niet, zoals tegen-
woordig, algemeen gebruikelijk het
relevante werk van andere auteurs
naar best vermogen uitgebreid te
citeren; bovendien was de commu-
nicatie niet altijd zo gemakkelijk als
heden ten dage. Een verschil in het
onderzoek aangaande de stationai-
re golf door Boussinesq enerzijds
en door Korteweg en de Vries an-
derzijds bestaat o.m. hierin dat
Boussinesq de behoudswet (11) en
de voortplantingssnelheid [0 (14)
als uitgangspunt van zijn theorie
neemt en dat Korteweg en de Vries
de ons bekende KdV-vergelijking
beschouwen als “This very impor-
tant equation, to which we shall have
frequently to revert in the course of this
paper”. De redactionele stijl van bei-
de onderzoekers verschilt aanzien-
lijk: Boussinesq is nogal wijdlopig
terwijl Korteweg en de Vries kort
en zakelijk zijn.

De prioriteit van de mathematische
beschrijving van de stationaire soli-
taire golf en daarmee de KdV-ver-
gelijking komt ongetwijfeld toe aan
Boussinesq. Korteweg en de Vries
hebben echter in hun studie een
aantal aspecten aan de theorie toe-
gevoegd en hebben tevens bijge-
dragen tot het wegnemen van de
twijfel betreffende het bestaan van
de stationaire solitaire golf.

De auteur betuigt zijn erkentelijk-
heid aan dr. B. Willink (Erasmus
Universiteit) voor discussie aan-
gaande de prioriteit van de
KdV-vergelijking en voor een aan-
tal kopieén uit het werk van Boussi-
nesq en St. Venant. Ook dankt hij
dr. F. van Beckum (Universiteit
Twente) voor een programma ter il-
lustratie van de interactie van soli-
tonen en voor zijn hulp bij de voor-
bereiding van dit artikel. re
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