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Summation der » ersten Glieder der binomischen Reihe
mittelst der Theorie der hypergeometrischen Reihen.

“* L

Hat eine Reihe die Eigenschaft, dass der Quotient zweier auf
einander folgender Glieder auf die Form

2P 4 oy P71 —]—----]—ap
: X
uP B, a1 B S +‘(3p
gebracht werden kann, worin — 1 eine Wurzel des Nenners sein muss,
$0 heisst sie eine hypergeometrische. Sind in diesem Quotienten
T, gty und — by, —by ... — by die Wurzeln beziig-
lich des Zihlers und des Nenners, so kann man ihn schreiben:
(rta) (nda) ... (n4a,) .
(ntby) (nd-0bg) oo (nt by, ) (1)
Hieraus ergiebt sich die allgemeine Form einer hypergeometrischen
Reihe, deren erstes Glied die Einheit ist; sie ist:

Uy 7“1(a1+1)02(02+1)...ap(ap+1)'
+1‘1b2"'[’p—11x L)) b, G, FDT T

~In ihr heissen a;, a, . .. ap, b, b, ... bp—y ihre Elemente und p

giebt den Grad der hypergeometrischen Reihé an. : '
Bezeichnet I'(m) = (m—1) I'(m — 1) das Euler’sche Integral

zweiter Gattung, so kann man die eben angegebene Reihe schreiben:

T) T'®) . .. Tb,_) S Tt gLty . .Ta,+g)
T Tla) - Tay) <t T+ 9) T F 9) -2 - DOy F 9 TG T D 0

woraus erhellt, dass die Theorie der hypergeometrischen Reihen
wesentlich mit der der sogenannten Gammafunctionen zusammenhingt.
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Die hypergeometrischen Reihen wurden schon frithzeitig von den-
Mathematikern einer niheren Betrachtung unterworfen, weil in den-
selben die in der Analysis hiufig vorkommenden Reihen fiir Binome,
BExponentialgrossen, Logarithmen, trigonometrische Functionen®) u.s. w.
als specielle Fille enthalten sind. Hat z. B. schon Wallis derselben
FErwihnung gethan, so Liat doch zuerst der um die Mathematik iiber-
haupt, aber besonders um die Analysis hochverdiente Euler in den
Actis Academiae Petropol. *¥) Beziehungen zwischen hypergeometrischen
Reihen  mit verschiedenen Hlementen, die unter dem Namen der
Euler'schen Transformationen bekannt sind, aufgestellt. Diese Trans-
formationen wurden im Jahre 1797 wieder von. Pfaff ***) abgeleitet,
der die hypergeometrischen Reihen vom zweiten Grade, besonders fiir
die Fille, dass das erste Element eine negative ganze Zahl, die Reihe
selbst also eine endliche ist, und dass @ = - 1, sowie eine hyper-
geometrische Reihe dritten Gradest), in der eine besondere Beziehung
zwischen dem finften und den ersten drei Flementen stattfindet und
« der positiven Einheit gleich ist, einer niheren Betrachtung unterzieht.

Epoche machend in der Geschichte der hypergeometrischen Reihen
ist die bereits genannte Abhandlung von Gauss, in welcher mannig-
fache Beziehungen zwischen drei hypergeometrischen Reihen zweiten
Grades, zwischen den Differentialquotienten derselben, die Entwickelung
des Quotienten zweier hypergeometrischen Reihen, deren zweites und
drittes Element um die Einheit verschieden sind, in einen Ketten-
bruch, Bemerkungen iiber den Werth der hypergeometrischen Reihen,
deren viertes Element der positiven Hinheit gleich ist, und iiber die
sogenannten Gammafunctionen enthalten sind.

Reich an interessanten Sitzen iiber die hypergeometrischen Reihen
ist die umfangreiche Abhandlung von Kummer {t), in der nach
allgemeinen Betrachtungen tiber die Differentialgleichung der hyper-
geometrischen Reihe, nach eingehender Beleuchtung der Transforma-

# Gauss giebt in den Disquisitiones generales circa geriem infinitam
1 —{—-%ﬁy x-4::- § 5 in den Commentationes societatis regiae scientiarum Got-

tingensis Vol. IT v. J. 1813, 23 Reihen an, die auf die hypergeometrischen Reihen
zuriickzufiihren sind. :

##) of, Buler’s Anleitung zur Integralrechnung Bd. 4, wo gich auch die
Abhandlung iiber die sogenannten Euler'schen Integrale befinden.

##%) Nova acta acad. imper. Petrop. Tom. XI p. 37 seqq.

4) ibid. p. 51; of. Jacobi, de seriebus ac diff. etc. Crelle's Journal 1848

Bd. 36 p. 138. :

+1) Crelle’s Journal Bd. 15, Heft 1 n. 2. 1836.
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tionsformeln und ihrer Zusammengehorigkeit und nach Ableitung neuer
Beziehungen zwischen hypergeometrischen Reihen , deren Elemente in
gewisser Abhéingigkeit von einander stehen, auch der Fall , dass das
vierte Blement imaginir, sowie die hypergeometrischen Reihen dritten
Grades Beriicksichtigung finden.

Von den spiiteren Abhandlungen sind noch besonders die von
Jacobi*), Heine ™) und Riemann *¥), welcher letztere, das vierte
Element als complex voraussetzend, auf eine von der seiner Vorgiinger
verschiedene, d. h. bei Weitem allgemeinere Weise zu den Figen-
schaften und Transformationsformeln der hypergeometrischen Reihen
gelangt, zu erwihnen. - .

Der Behandlung der gestellten Aufgabe schicke ich nun in Betreff
der Theorie der Gammafunctionen sowohl als der der hypergeome-
trischen Reihen einige Bemerkungen und Sitze vorauns , welehe in den
spiteren Untersuchungen zur Anwendung gelangen. '

I1T.

Wir bezeichnen mit Gauss die hypergeometrische Reihe zweiter
Ordnung, deren Elemente «, o, ¢ und « seien , und welche also die
Form:

nh ala+1) b(h41) 2
ettt ey

hat, mit F(«, b, ¢, 2). Zu ihrer Convergenz ist nothwendig, dass
mod. z < 1%) und fiir # = 1 dass « “+ b —e¢ < 01F) ist. Die Reihe
ist eine endliche und bricht beim (I + 1)en Gliede ab, wenn eins der
beiden ersten Elemente, z. B. «, eine ganze negative Zahl = — / ist,
wihrend, wenn das dritte Glied eine ganze negative Zahl, also ¢ = — s
ist, die Glieder nach dem (m - 1)t Gliede unendlich gross werden.

Sind gleichzeitig eins der ersten Elemente und das dritte Tlement
negative, ganze Zahlen, also ¢ — —7 und ¢ — — , S0 bricht, wie
die Betrachtung der Reihe zeigt, dieselbe , wenn ! < m, eher ab, als
die Nenner der Glieder Null, sie selbst also unendlich gross werden;
sie erhilt dagegen unendlich grosse Glieder , wenn m < I ist.

Die durch die Function F(a, b, ¢, x) — welche ich kurz Ffunction
nennen werde — dargestellte Reihe hort aber fir m > 7' nicht auf,

) Crelle’s Journal 1848 Bd. 36 w. 1859 Bd. 56.
**) ibid. 1860 Bd. 57. _
###%) Abhandlungen der kinigl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen
Bd. 7, 1856/57. . .
1) Gauss, disquisitiones generales cirea ete. § 3.
T1) ibid. § 15 extr,
1%
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eine unendliche zu sein. Von dem mten Gliede an namlich erhalten die
Glieder die Form $ und es ergiebt sich dann, dass, weil fiir m > !

°&1’(q—l)1‘(g+ﬂ e~ Tlg—0 Tlg k-0 I
_OP(Q“Wl)P(9+1) - I'ig—m) T'(¢+1)
Tg—0T+b '
+2 I‘q——m)I‘(q—{-—l xt ) 1)

ist, auch F(—1,8, —m, x) in eine Reihe von ! und in eine von
unendlich vielen Gliedern zerfillt.

Ist m =1, so reducirt sich die Reihe auf eine hypergeome’msche
Reihe erster Ordnung sowie fiir a = ¢,

IV.

Der Werth von Fla,b,e,1) léisst sich aus der (leichung:

1]

L{a+g) T+ g) < [latq) T(+09)
“‘"“‘”2 Tle+T(g+1) (c—“)("—b)ZP(H—g-i-l)r(q+1)

_____I"(a—]—p)l"(b—l—_p) 2)
o T'te +p) I (p)
ableiten, welche Gleichung man aus der identischen Gleichung

2
20” Sp —— Zn—}-l 371-}—1) = ZO 8y — Zp Sp

2=
fiir !
I'la-+2) (0 -+ n) o
FeFn Tt =" (¢ +n—1)

. Sp ==
erhilt.
- Lisst man nimlich in 2) p unendlich wachsen, so folgt:
(c—a—0)F(a,b,e,1)— D=0 gy gy oq 1, 1) —
I'(e) lim. F(”+P)F5+P) ) : 3)
T T p=0 " Tle+p) L) )
worin wegen ¢ > « -~ b die rechte Seite fiir unendlich wachsende p
verschwindet, so dass man erhilt:

(c—a—b)Flab,e,1) =CZ2C=D gy oty gy

woraus mah wenn man der Reihe nach e +1,e4+2 ... ¢+ n fiir
¢ setzt, dlese dadurch erhaltenen Gleichungen addirt und n unendlich
Wachsen lisst, bekommt: A
_Tleric—a—1n *
F([l’b’c’])_l‘(c—a)[’(c——-b) ) 4)

Bezeichnen wir nun die p ersten Glieder einer hypergeometrischen

#oof. L c. § 24,
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Reihe, deren Klemente «, b, ¢, « sind, mit F, (a, b, ¢, &), so giebt.
Gleichung 2):

(¢ — a— 1) F,(a,b,ec, 1)—(0——:—@&::—@ Fy(a,b,ec~1,1)

c
Z_F(”)P(“‘}‘P)I'(b“l“li) » 5)
(@) T @) L(c+p) I(p)

Hierin wird im Allgemeinen die rechte Seite fiir ganze negative « oder
b verschwinden, da eine Gammafunction, deren Argument eine ganze
negative Zahl ist, positiv oder negativ unendlich wichst. Ist aber
zugleich p < val. abs. a, so ist I'(« - p) auch unendlich gross und wir
erhalten den weiter zu untersuchenden Werth

F'(@a+p)__ oo

T (a) 0

Wir betrachten zur Bestimmung desselben P((~ l)),

wo ! und m ganze

positive Zahlen sind. Nun ist, wenn 7 > m:
I'—m)=(—1—m)(—2—m)...(— ) T'(—D%

also:
——(;’?) = (=1 (1) (m2) ... (1 — 1)1
—wm L@+ 1) '
=0T Tty
Wenn aber 1 < m ist, so folgt, da andererseits
r— z)
F(_ m) = Cm—m...(I—10
isb: "
I'(— m) N reg41mn
‘ T = ( 1> m—]—l)
folglich haben wir, m mit m — 1, und ¢ mit 7 — 1 vertauscht:
I'm) 'l —m) —m
TOTra—on (— 1y **). 6)
wo m und ! ganze positive Zahlen sind.
Ist nun in F(Ilf,(—r)]i) @ eine negative, ganze Zahl =— — I/ und

1> p, so erhalten wir mit Hiilfe von 6)

1"(7)—-—1) rag41)
AR A=)

Dies ist eine endliche bestlmmte Grosse und es erhellt, dass in 3) die

-#) of, Légendre, Traité des fonctions elliptiques ete.
##*) Diese Formel folgt auch aus der von Gauss in der genannten Abhandlung
- abgeleiteten Relation:

@) 'l + &) = oy
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rechte Seite fiir p << — « nicht von selbst verschwindet, was dagegen,
wie wir oben gesehen, fiir p > -— a geschieht.

Das Gesagte gilt natiirlich in ganz gleicher Weise von b, wenn
dieses eine negative, ganze Zahl ist.

N

V.

Ist ¢ = — h, wo h eine positive ganze Zahl ist, so wird ganz
analog dem so eben Bewiesenen

r—»n __, Th—p-+41) .. :
T = (— 1) S (e fir p <2
= oo fir p>»h
Ist gleichzeitig @ ==—1, ¢ = — %, so muss, wenn die rechte

Seite in 3) einen bestimmten endlichen Werth haben soll, 7 <C & sein
und es wird:
I'(—hI(p—1 rg¢4- 1 r— 1
I"E—~ 1))F(<;)- /I; - 1"(([_—]-— ]))—|— (1) I‘(Zil; fir p <4 <k
=0 fir 1 <p<h
= (— 1)k~ rg4+0rep-—1n
'+ Irp—»=n
Hieraus folgt nun, dass, wenn in F (a, b, c, 1) ¢ und ¢ negative,
ganze Zahlen sind und: von der durch diese Function dargestellten
Reihe p Glieder genommen werden, die Gleichung 4) gilt, wenn
~-a < p < — ¢ ist, indem dann in 3) die rechte Seite verschwindet.
Ist @« = ¢, so verschwindet in 2) links der zweite Theil nnd man
erhilt sofort:

fir ¢ <k <p

p—1
_ re+q __ _ TC+p Vi
bg T+ 1) r') )
woraus tolgt: ‘
’ ‘Fp(a,b,u,l)s——gﬁﬂ— 8)

re41)rip
Nach diesen Betrachtungen ist unbedingt richtig:
I'(c) I'(c+1—b)
Tlet+ D I'(c—b)

By (=1, e, 1) = 9)

Dagegen gilt:
: (h— 14 1) I (l — h— b)

r
Fp(—= 00 — 0 D)= (=Y —prurnr—i—n

_Th—14+D)Th+b4+1) 10)
TEFYThFb—1-F1)
wenn | < p < h. . _ :
Fiir negative ganze b gilt dasselbe, wie fiir negative ganze a.
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Gehe ich nun zun dér Aufgabe, die Sumnmne der » ersten Glieder
der binomischen Reihe — die, wenn wir den BExponent des Binoms
als vollig beliebig annehmen, convergirt, wenn mod & < 1 — mnach
der Theorie der hypergeometrischen Reihen zu behandeln, selbst iiber
und bezeichne ich die Summe dieser n Glieder durch (1 — )™, wo m
vorerst eine beliebige Zahl bedeutet, so kann ich dieselbe entweder
sogleich selbst betrachten oder den Rest der binomischen Reihe he-
stimmen und diesen von dem Binome abziehen.

Der erstere Weg giebt uns sofort:

- 7 -—
(1»—«@ ”m——l _l_m LA Gl o) n (m—|— 1) 2 - . +m m+1) COS % ot

(n— 1)1
n—1
I"(m—]—n—(]~— 1) " 1)

- T

T'm) I'(n— q)

Die hierdurch ausgedriickte Reilie bricht beim n'* Gliede von selbst
ab, da fiir ¢ > n — 1 I'(n — ¢) unendlich ist; doch ist es nach dem
in den vorigen §§ Gesagten nicht erlaubt, ohne Weiteres co statt der
‘obern Summationsgrenze n — 1 zu setzen, da sich, wenn m ganz und
positiv ist, die Reihe beim (m - n — 1)» Gliede wieder fortsetzen
wiirde.
Da in 1) der Quotient zweier aufeinanderfolgender Glieder:
n—qg—1 1 g—n-+1 1

ﬂu—-—q—-ﬂx q~m~—n—-|—um

ist, so folgt:
n——l -
(a .. m4a—1) 7, (1__”71,2_,n'_ﬁ”’%) 2)

” I'(m) (" n)
Man erhilt sofort einen andern Ausdruck fiir (1 — )", wenn
man die Summe der n ersten Glieder schreibt: :
71
. —m (771 + (]
(==, “; ) Tl + 1)

d. 1

(L—a), " =F,(¢,m, e, 3)

wo « eine ganz beliehige Zahl ist.

2.

Um zu neuen Formeln zu gelangen, soll jetzt die Richtigkeit der
drei Euler’schen *) Transformationsformeln fiir den Fall, dass nur
die « ersten Glieder der hypergeometrischen Reihe betrachtet werden,

#) of. Crelle’s Journal Bd. 15 p. 54
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bewiesen werden. Wir gehen dazu aus von F, (1 —a, B, 9, ﬁ) worin
. . - 2

« ganz und positiv ist, § und y aber beliebige Zahlen sein konnen;

nur muss fiir den Fall, dass y negativ und ganz isk, — y>0e—1

sein. Dann wird:.

1 — x)e—1 -Fa(l —a, B, 9, ;i_f)

o«—1

— I'(y) £(‘7“‘“+1)F\‘7+B)__ " e (7~ a1)
Ti=w @) g I+ Tg+1y (o t—ae

Da hierin ¢ nicht > o — 1 wird, so ist — (g — « - 1) stets eine

positive Zahl <« — 1 und es hat sonach (1 — «)*—7—1 pach dem

binomischen Lehrsatze entwickelt , nie mehr als « Glieder; wir erhalten
daher: :

(1 — ax)e—1 Fa(l—u,[s’,y,;—_ail—)
a—1 a—1

. 'y) N NTg—et+1)TG+p), I'p+g—a41)
S Tu—g P(ﬂ)g% Ty T+ 1

d. 1.
c—1 e—1

— I'(y) "L+ I ptog—at1) 2
T —a) T(h) gpzo T+ T+ 0TG4 (et
Setzen wir hierin p 4 ¢ =r, also p = r — 7, so ist zwar in

Bezug auf r zwischen 0 und ¢ 4 o« — 1 zu summiren; es ‘wird aber

I’(p—-[—q——oz—l—l)'—_—f‘(r-oz—!—l) und da:

Mr—a41 (— 1) ' (e)
- ra—ea T(e—nr)’ .
so erhellt, dass die Reihe fiir » > o« — 1 abbricht; wir konnen daher
schreiben : '

—

rg—e+ 10T+

(1 —@)* ! Fu(1—, B, " 1)

a—1 o—1

— I'(y) \ I'r—a+ DI (g4 p) .
—ri—o @ 22r<q+wr<r~—q+n rigFo (e

=0 r=0

* Wir kbnnen nun hier nach dem in § V Gesagten die Summation
nach ¢ ausfiihren, da r den Werth o — 1 nicht iibersteigt, also
I'(r—g¢-1) fiir ¢ >r d.i firg> e — 1 unendlich wird, und wir’
erhalten: A

(1 — x)x—1 Fa(l — a, ﬁ,y,;:i—l)
a—1
— 1 T'(r—a-41) . .
ST we retn Lelmrbiy e
Dies ist nach V) _
a—1
') N'Tr—at Hrirdy—p)
i —e)I'(y — B) Ty IrF1) )

r=0



woraus folgt:
(1 ___x)a~—1 Fa<1 —a, 3, V:w—ii‘)= Py (1 —a,y —B,7, x)

x—1 -
oder durch Vertauschung von —— mit :

- 1 z— 1\* 1 . 1
Fa<1—“,ﬁy7’ag)=( - ) Fa(1~—“79’“/3,71 T:T;) I)
entsprechend der Euler'schen Transformationsformel:

Fla,b,ec, w)——(1~—1)*‘“1’(a ¢ — __—)
ans-welcher sich durch Vertauschung von « und b die zweite ergiebt,
némlich:

F(a,byc,x)= (1 —=a)~% F(c —a,b,c, ﬁ)

Diese Vertauschung ist- aber in unserem Falle nicht ohne Weiteres
erlaubt, da I) unter der Voraussetzung abgeleitet wurde, dass « ganz
und negativ, b aber beliebig. Im folgenden § soll aber eine dieser
letzteren Formel entsprechende aufgestellt werden, wobei sich aber

zeigen wird, dass, wihrend sich die eben angefiihrte Gleichung fiir
¢ ==g auf (1 — z)—? reducirt, dies bei unserer Formel nicht stattfindet.

3.
Wir gehen aus von:

(1 —_ x)_ﬁ‘Fa(l —a, B, 7, ?i__l)

- a—1
Iy I'ig—a+ 0 +p) -
“r(l—a)mﬁ)E ra¥prig+y (o (—a)jme+p

'y T g —a+-DI(p+B4+9) g
T —a) T(B) 22 Ty ¥ ToF 0T Fu D @™s

g=4 p==0

p=r — ¢ giebt:
1 —a)yFF, (1 —a By, ;gﬁ_—l) .

«—1
'y Tl@g—at+ 1T+ B >
TA—=) TP 22r<q+y>mq+1>r<r—-q+n (= 1)t e

Mit Riicksicht auf § V erhalten wir durch die Summation nach ¢:

F - .
(1—a)— ﬁF(1—a,{3,y, z )= F(ﬁ) F(Tif)ﬁ (1—a,—r,p, 1)z’

I'(y) F(y—]— +e—O)TE+p) ,_ .
B)F(7+“_1) Ty~+r) I'(r+1) Fly+e 17[3’7"%')
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1
oder nach Vertauschung von = mit =

Fa(l — @, B,7, ‘;‘>=('i“r_l -’ F(?’"l‘ «—1,8,y, ﬁ) 1)

Die Gleichsetzung der rechten Seiten in I) und II) giebt, wenn y — B
fir 8, und « fir 1 — & gesetzt wird:

1 r—pta—1 : 1
Fw(l —, 3,7y, ;;) (“‘“““ j’(?'f‘““‘ Ly =87 :T‘) UI)
welche Formel der dritten Fuler'schen Transformationsformel ;
Fa,b,ec, x) = (1 — Z)e—a—b Fle—a,c— b, ¢, x)
entspricht, sowie II) der zweiten.

Die Bewemfuhrung fir 1I) und 1) gilt anch fiir den Fall, dass
7=1—ua, in welchem Falle das erste Element rechis verschwindet;
gleichzeitig ist aber auch das dritte Element negativ. und vom a“‘“
Gliede an erhalten Werthe der Glieder dle Form §, was eine nihere
Betrachtung nothwendig machs.

Nach de1 Erklirung der Ffunctionen ist allgemein :

F(c—]—awl,b,-_c,-l)—_l—}— ((‘—I—Ta:_ﬂ“b _]_ C

4

flete-llta). . t2e—91041... 0402 (1)"“
(e — 1)’ ( (C + 1) —(C + ;Xf - 0)——‘.‘ T a)—
plete—1 e+ @ i&‘iiﬁ’lﬂ” T e ( !;)“
(e+1)...(cFa—1y @
- (f_+__".‘?’: Do+ 1)... .00+« (1.)'“rl
+ 0! clet1) .. (eta)
Hierin heben sich vom (a + 1)'» Gliede an in Zahler und Ncnnel die
Factoren ¢ + o' — 1; wir erhalten daher fiir ¢ == 1 — q:
7(0,6,1— o ) =14 (e Do (1""""'”7'1)( oY

al (1 =0)(F ~q

!t b(b+1). ..+« ( )a+1

}_(c—l—«~1)(c

e e R

. _T'b+a (1 a(b+ o) 1 )
©o=1— @) e\ ){ 1(a+1)m+"'f

:1“17(%( )F(a b+, o1, 1)

Hiernach werden II) und I) fir p=1 — ¢

1
Fo(l—a,p,1 1

- m:1)—f‘{ TT{;’)_{;TT:)_ET *1) 7(a, ft-a, a1, )} 11%)

und:
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.Fa(l —ua,f3,1 —w,i)

—E=y " T,_“%‘_I‘i%jr‘lw(c) Flo, 1 —p, e 41, 1) )

4.

Im Kolgenden gebe ich noch die Ableltung von drei fiir nega-
~ tive, ganze erste E]Pmente geltende Transformationsformeln und be-
trachte dazn zunichst:
— 1
(1 ____x)lx——~1 jfd (1 - O, {3, Vo 1‘:*(;)
a—1

I (y) Y et L) D+ P (1 z)e—2-1

T —e) I’(ﬁ)

9T+

worin wieder wegen des Werthes von ¢ die Entwmkelung des Binoms
(1 — &)e—a~—1 hochstens o Glieder hat, und wir konnen dafiir schreiben

ni 1
(1 — )= ﬁ"‘(l —, f,7, 1*5) '
e—1 a—1

T 2 To+BHTp+g-—aty

=0

r{i—o) T'@) I‘w+vﬂ’(r1+1)r,;+1>
was
o—1
1 I'ép — 1
T T ) @piEJF(W—ﬂ+lﬁﬁgDW.

gesetzt Werden kann, da p — o - 1 <0 ist; also erhalten wir:

(1 — x)a‘ 1 F (1 - U, 57 7 1,..1“ )
¢—1

—_ . I'yy zf(pm‘uﬂ 'yt a—p—p—1

T o) Iy = §) Tote—p—0 G
I ry+e—g

?Giﬂ??ﬁr*”FUw%Z-awwﬁ~w~a+a@
d.i. @ fiir 1 — 2 gesetat:
1
F(l"" 75777”)
_ I ryte—pg—1) o—L
_Wml)() Fo(l—t, 2—a—yp, foy—a4-2, 1—2). 1V)

Schliisse, die den eben gezogenen ganz ihnlich sind, fithren uus,
wenn wir bolucksmh‘mgen dass § eine beliebige Zahl 1st auf:

(1 —a)- ﬁFa(l —~oz,[3’,y,1_v_;),.,

o0
() N Tip + B) (L —p—p)

T TR rhF+e—D — B T (p F 1

=0 F(’}"‘p—*ﬁ [J—!—I-) o
Irynr
= 3t%%%3:3F@~y+1mﬁ~ﬂ~y+”@,
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woraus durch Verfauschung von 1 — 2 mit « folgt:
' F(1-a,[3,y,al) |
F(:)_I__'I(g'};;t(;!_i_f _— Vol F(B—y+ 1,8, f—a—p+21—a). V)
Auf gleiche Weise ergiebt sich:
Fult — w657, )

_I'priytae— . .
T Th—h F(y—l—a &t P(f—p41,2 —a—p, foy—at2, ). Vi)

Endlich gelten auch noch:
Ve (1 = f,7, .%) -
I't+e—1)I 3@ i | |
’1(2) lj ; ‘F;‘_—_(’_l% :;—) £y (1 0y 2 — &P 2 — o — ﬁ) x) VI])

und :

Fa(‘ =y By, !)
g — B w1 [ |
= (3“]-((1)),! i' Il o« 1) I (' CG Py et 2, S
Sollte in V) und VI) y == g - 1 scin, so.verschwindet das erste Rlo-
ment, gleichzeitie wird aber das dritte negativ =1 -— «. IMir diesen
Hall erhalten wir auf gleicho Weiso, wie 11*) und 1IT*) gefunden
" wurden :

1,,“(, oy By B, 'l) e gt TBAD P(u),><

(B - w)
g -t « o~ 1\ o e - k
%.l ) P eep 1) (0 1Y P (ay B a,a l 1,1 — :(:)}V'k)
und :
Fo(t =y By 1, 1) ==t MOEN L o
(g ~|—- «) x —1 7 —1 w
{1 T P(a—l— 1y w) L <“’ t—pe } VI'*)_
b,

Die Anwendung der in den vorigen §§ gefundenen Formeln auf
unsere Funection

—m "~ P4 n — 1)
(1 — ), T ) F,,(l—nl2——m———n,-)
giebt:
—m — " P (mn—1y 1 .
(1—a), "= (@ )I’(m) Z(_:(71) F, <1—n, t—m—n, 2—m—n, :i) ausI) 2)

- __ .'l:" I'm—+4-n—1 1
(1—ux), 5 1(1(731_‘(")) F(l-—-m, 1, 2—m-—n, 1—-117,) aus IT) 3)
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2™ Pndn—1)

(=) = T F(1—m, t=m—n, 2mn, ) ans 111) 4)
(-2 ;’"-—ﬁ%;-’%’gl)p (L=mmymbt,1—a) s 1) 5)
(1—x)‘”‘~xnp(£3'_‘1”,( GEmAn, Lt 1,1 —a) as V) 6)
(l""@:m:”‘m?ﬁl:(?—?‘ﬁr—wf Flnd-n,mym-+1, )zms vy 7).
(I—a),"=F, 1—n,m,1—an,x) ans VII) 8)

} - s—. P(m + x—1
(1), " = T“W(n) Fu(t = ny 1, m 4 1,7=1) ans vimn. 9)

Von den Formeln, die man erhilt, wenn man mit denen von
diesen 9 Formeln, fiir die es erlaubt ist, d1e in I) bis VIII) genannten
Transformatlonen abermals vornimmt, erwahne ich nur die, welche
die Anwendung von VIII) auf 2) glebt némlich:

(=2 =2yt r(l—n, 1 —m—n,1—n,-22). 10)

Die in II*) und I1I*) ausgesprochenen Relationen, welche auf 8),
sowie die in V¥) und VI*), die z. B. auf 2) anwendbar sind, lasse
ich ausser Acht, da, wie leicht von selbst erhellt, und wie s1eh auch
spiter zeigen w1rd die rechten Seiten der genannten Gleichungen
Werthe ergeben, dle aus* dem Binome (1 — )~ und dem Reste
desselben bestehen.

Die aufgestellten 10 Formeln gelten fiir jedes m; wenn m eine
ganze, negative Zahl, also nothwendiger Weise — m > n ist, so ist

(— 1yt I'(t—om) fiy Lrtn—1)

e —m-—n) I'(m)
und
n— I'(—m) I 4 R D)
(— 1) iyt FaE)
zu setzen. :

Die Convergenzbedingungen der rechts stehenden, -durch Ffune-
tionen ausgedriickten unendlichen Reihen folgen alle Mal aus der schon -
oben gemachten Bemerkung, dass allgemein F (e, B, y, x) convergirt,
wenn mod. x < 1 ist.

Selbstverstiindlich zerfallen z. B. in 6) und 7), wenn m eine ganze,
negative Zahl ist, die rechten Seiten in eine endliche und eine unend—

hche Reihe (I, 1)).

6.

‘Die Gleichung 8) des vorigen § haben wir oben (§ 1, 3)) schon
direct als Ausdluc fiir unsere Function gefunden; es ]\OHHPD. aber
auch 3), 6), 9) und 10), und zwar 3) nur fiir ganze positive, G)
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nur fiir ganze negative, und 9) und 10) fiir beliebige m durch Binome
mwedruckt werclen
Unter der angegebenen Voraussetzung giebt 8):

X0
—m (’ )" 1 A I'ig—m-F1) -
(1— ) 1 —a P(7z)qgo"p(q__m__n+2) (1»—00) q,

Dies ist aber nach § I, 1):

m—1

(e I'(g—m-1) . F(q—m—}-l)
T (t—a) F(n 21’(([——?71—71—«]—2) (1 ._T> /—i—_m?” . Iy— m——n—}—‘z) (1 ) }

Nun erhilt man aus Gleichung 1) des vorigen §, wenn man dort a
mit 1 — @, und m und » mit einander vertauscht:

n_(1—2)" D(nfn—1)
[1 .__. (1 - .fl‘)]m - I'(m) I'(n)

F;"(l_mr 1, 2—m—n, i_ér) »

d. 1.

(1 _ a‘)mAI( 1)71 1 P(q — + l i
F(") 2 q~m—71—f—2)(1_x) !

also wird: -

m—1

1 N F(q m-1) .
n) 1—'((_]—771—71—{—2

(1o (=1 =y [1— (1 —a)] "

herner ish, wenn ¢ — m — n 4~ 1 = p gesetst wird:

_I'g—m—1) iptn)
> I‘(r]—m—n—i—‘)) (1 —a) = 1 mx)qn_"h,-lzp(n) T'(p-F1) (t—a)~r

r/—‘m-{-n—
d. i
— (__ .'l‘)_" (1 — ,x.)l—m

Durch Substitution dieser Werthe in die obige Gleichung erhalten
wir aus 3) des vorigen §:

I—a)"=00—a)y” -1 —a)yma (1—1_ T—a)" b

Die ¥ormel 6) des vorigen § konnen wir, wenn wir — m fir m
setzen, wo nun m eine positive, ganze Zahl 1st , schreiben :

n FEAN I'(g—m—n) P(q~——m—f—7z)
(1-—~$)n =T(7z) ; :0 mz—{—l) (1 - x)q _ml’(q—ﬂn—l-l) (1 )

d. i., indem wir im zweiten Theile rechts p — ¢ — m einfiihren:

a7 (— 1)1 g7 I (m)
(11— ‘q‘)n T rm—aF1) 1) Bt (n

F+am(l—ay(l —1—a)™".

—m, 1,1 —m, 1 — x)

Nun ist:



Foyppr(n—m, 1,1 —m, 1~ sr)—l—{-—l_m (1-x)

(n—m) (n —m 4 1) e (n—m)...(—2)(—1) N
+ (1 —m) (2 —m) (1 — @)+ + (l—-nz)...(—yz) (1 — )

d. i.
__P(m———72+1) I‘(n) - m—n 7 .
— P(m) (l -7)) (] o 1— m)m —n-41
Hiernach wird:
e =(—or = (o a—ar— (- 2" oy

Auf dieselbe Art, wie wir diese Gleichung abgeleitet haben, gelangen
wir mit Hiilfe von 9) des vorigen § zu:

)m—l-n-—l )
eine Relation, die wir auch aus 10) direct erhalten kinnen und spiter
auf andere Weise wiederfinden werden. ,

1) und 2) gelten fiir positive ganze m, 3) fiir beliebige m. In
1) und 2) stellt der zweite Theil rechts den Rest der binomischen
Reihe dar. : »

Schreibt man Gleichung 6) des vorigen § fiir ganze m:

(1—a)" =1 — a2y (1 — -2 3)

—m_ :12" F(t]—|—m—}—n) ’
(=), = = Flgun) L2

mnd setzat ¢ - m =p, so0 erhalt man:
1—a)y"=a"(1l—a)y» (1 —1—a)™"

wo aber in der Entwickelung von (1 — 1 — x)"} die m ersten Glieder
ausser Acht zu lassen sind.
Die Gleichung 3) des vorigen § giebt, auf gleiche Weise behandelt:

—m 1\
(1= e = — oy (—ap (1 — 1)
wo bei der KEntwickelung des letzten Wactors die Glieder erst vom
(m — n -4 1)en Gliede an Geltung haben. :

7.

Wir sind schon in II*) und II#*), V*)und VI*) sowie im vorigen
§ in 1) und 2) auf Restausdriicke fiir die binomische Reihe gefiihrt
worden; wir gehen jetzt daran, fiir den Rest direct Formeln aufzu-
stellen, um durch Subtraction desselben von (1— z)— Ausdriicke fiir

(1 — «)," zu erhalten.

*) ef. Laplace, théorie analytique des probabilités p. 151,

/
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Zur Bestimmung des fraglichen Restes setzen wir:

(1 — & — (1 — )" + B,
wo B den Rest der binomischen Reihe bedeute. Hieraus folgt, wenn
w=R (1 — x)*:
, v=1—1—2ay(1—a) "
d. i
t=1— (1 —ap{t 422D 0y

mmA1) ... n—2
+ (n—-l)' - x 1}

Durch Diﬂ’erentiation nach z folgt:

(lu —m (1 . x)"'—l {1 + m + + m (m - 12n_- (17;1'—}— n — 2) an—1

__(1__90)[1_!_,,;1;1 o +<:n+1>(n_(7;)+n—2)mn..l];

Fiihrt man die rechts innerhalb der Parenthese angegebene Multipli-
cation aus, so erh#lt man nach geht‘)riger Reduction:
i w1t m+2) ... (m+n—2) e
%—m(l @) s (n——2)'m - ( +7z—~«1)’6 '
d. i

—_(1— )m—l mm+1)...(m4+n— 1)
(n — !
" Integriren wir nach «, indem wir die Integrationsgrenzen so be-
’ g
stimmen, dass die zu integrirende Function fiir die untere Grenze
verschwindet , so wird:

U == 1€(£Z3+7:3) (1———@)”‘—1 a1 dy,

also nach dem obigen Werthe von u:

I (m
R= (1 — )~ P((m) ) L/ (1 — a1 gn1 dg, 1)

also:

4 —m ____ ’ —m e P(m ") m— n— <
(1—'1')7 “‘(1_"7") {1 P(m)l’():,/ (1—.76) b ldx} Z)
Setzen wir in der-Integralfunction u fiir z und dann u = vz, so folgt:

Z - 1
f (1 — wy= u! dy == a J 1 — vyt =1 gy, 3)
o i ,

Nun ist:
1

_ - I'(m) (— )¢ o
m—1 -1 —_— nd-g—1
J (1 vyl oyl dy = E T Tl 1 f’v 7 ‘dv




d. 1.

00 . .
. I'(n+q) (- x)?
also: » -
I'(n) F(1— m, n, n—f-l;x)

T Tt
folglich wird:
J/(l——u)’”‘l w1 dqu ='%F(1~m,n, n4-1,2).  4)
)
Hierin driickt die Ffunction im Allgemeinen eine unendliche Reihe
aus, die fir mod ».< 1 convergirt und nur, wenn m eine ganze
positive Zahl ist, eine endliche ist. Wir konnen sonach’ die in den
§§ 2 und 3 angegebenen Kuler'schen Transformationsformeln auf sie
anwenden, wodurch wir erhalten:
-

J(l — u)n 1 g1 dxj:'?n—(l — z)mt F(l, 1—m, n-4 1, -2 _

P —1
0

o _ .
. 7

J(l — u)"=L =i gy =m77 (1 — a)— F(n, m—n, n41, Tm:l) )

0 .

und:
00

(1 — w1 u”—lvd.x =%(1 —a)" F(l,m-+n,n- 1, ).
U]
Durch Einsetzung dieser Werthe in Gleichung 2) kommt:

-~ P ) ) m N
(I—a)" = (1) —an Fﬁj—ﬁl) (1—a)=™ F(1—m, n,n4-1, z) b)

LoN—m ’ I'(x
(1 —x}n =(1— x)——m — f#m (1__x)—m—-" F(m-l—ﬂ, n,n4-1, :l'fl) 6)

-2 ? r @
(1—a)," —=(1—a) — 2 ﬁ%i‘——% F(t—m, 1,n41,-2) 7)

—m I
(I—a) " =(1—a)™ —gn F\nz)(?% F(m~-n, 1, n--1, ). 8)
Dieses letzte Resultat ergiebt sich- auch direct aus der Betrachtung
des Restes B; denn es ist:

R (m 4~ 1) n !(711 +n—1) an - m (m —{(—nl_)'—l)(’m + =) ar
=.7c”—1:,(—”1:)(”—;:(%~)ﬁ'(m+n, 1,241, 2)
itbereinstimmend mit 8), ‘ »
In den in den Gleichungen 5) bis 8) vorkommenden Ffunetionen
sind die zweiten und dritten Elemente stets positive, ganze Zahlen;
die Entwickelung derselben giebt daher stets nur eine endliche oder

2
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unendliche Reihe. 5) und 6) konnten auch darch “Anwendung von
IT*) und IIT%) auf Formel 8) in § b gefunden werden. Die rechten
Seiten in 5) und 7) stellen fiir ganze positive, in 6) und 8) fir ganze
negative m endliche Reihen dar und zwar giebt unter diesen Voraus-
setzungen nach unserer Bezeichnungsweise Formel 7

R —_ —m andn—1 . —m = 1\+n—1 .
(L= @)™ = (1 — )™ — wrmbt (1 — ) (4 ) 7%)

withrend wir aus 8) fiir ganze positive m erhalten: :
m . 1\™ "
A=l =0 — (e (- 1) 8%)

x m—p4-1

8.

Die im vorigen § gefundenen Restausdriicke kimnen dadurch eine
grosse Vermehrang finden, dass wir die oben angegebenen, fiir ganze,
negative erste Elemente geltenden Transformationsformeln I) bis VIIT)
fir die Félle, wo m ‘eine ganze, positive Zahl ist, auf 5) und 7),
wenn m eine ganze, negative Zahl ist, auf 6) und 8) anwenden,
indem in den obigen Formeln beziiglich 1 — m oder n — m fir 1 — o
‘gesetzt wird. :

Zur Transformation von 5) und 6) sind anstatt V) und VI) die
Formeln V*) und VI ¥) zu gebrauchen. Wir erhalten auf diese Weise

eine grosse Anzahl neuer Ausdriicke fiir (1 —a),™, die, wenn die
Ffunctionen durch Binome ausgedriickt werden, wns wieder auf frithere
Formeln fithren, z. B. auf 1) und 2) in § 6, auf 8%) in § 7 w. s w.

Indem ich die Ableitungen derselben iibergehe, gebe ich nur noch
an, auf welche Weise wir aus der § 7, 1) angegebenen Restformel
zu dem Laplace’schen Ausdrucke § 6, 3) gelangen. Wir kénnen
nimlich fiir:

i r r
(1 — x) " = (1 — )™ {1 _F&% ﬂl — )l g1 gy }
s . o

auch schreiben :

1
(1 — @)™ = (1 — )= { 1 —Lmtn j(l ——w)n=t =1y
) 0

I"(m) I' ()
1 : } ]
——'/(1 — 1)1 yn—t du] r

Nun ist das erste Integral rechts das Euler'sche Integral erster Gat-
tung, also
__I'(m) "' (n)

=T,
folglich wird: m -+ n)
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—m m I (m I n—1
Q—a))" =01 - )~ Ty 1 I.,(n)'/(l — )l gt gy

oder fiir;

1—u -
I=z=7
. l
o = = =2l

d. i

1
P (m H—. 70— 7. T ’
() P(n) (1 - x) 16/:’ ! (1 v) 1(1 +a= = ——.z') (1 — 11)) dv

woraus durch Entvvlckelung des zweiten Binoms unter dem Integral-
zeichen folgt:

(1 . x)—m —
1
P("‘+ n n— I"(n) 2 Q/‘ et (1 Np—a1
F(m) I'n) (t—a) 1Z;o'l"n—gﬂ1*(7—%—1)(1—-x)'<> Ty,

Da das Integral aber wieder ein Euler sches Integral erster Gattung
ist, so erhalten wir:

. n—1
R i ) I'(m
(A=) ™ =(1 - ) gTﬂ—Wm(lv—m
d. i. nach unserer Bezeichnungsweise:: _
—m . @ n-n—1 )
(=)™ = (1=t (1 )" )

wie oben § 7.

90

Die vorletate Gleichung des vorigen §:

n—1 ,
—m T4 ») (— n? a Y
(I —a) =1 — gyt N Tofan—g) g1y \5= )

(I_
kann auch geschrieben werden:
(__ 1 q—n~1 P )q—n+1

(1““) "= et F(’""i‘”) Zf(m—{—n—-q)I’(Tm @ — 1

Setzt man nun ¢ — » +1=—p, so bleiben die Summations-
grenzen dieselben und man erhilt:

—n ~ (_ 1)1’ z — I\
(1 —a)," = a1 I'(m -+ ) Z TG D Fe—p (5-)
p=0 R
2%
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I (m -+ n) A
—_— g1 __ T TR
X I_'(m—-’—j_)l"() n(l 72,1, ﬂl—,—l, pe

eine Gleichung, die mit 9) in § 5 iibereinstimmt und die man auch aus
1

(1 —= ;"" =———IF(SZ;?IL_—(%'/V"_1 1 —»(— ) )1 dv
o

direct findet, wenn man v =1 —u setzt, in dem so entstehenden

Integrale
1
wn-l](l _— u>m-1
0

das zweite Binom entwickelt, die Integration ausfiihrt u. s. w.
Der eben fiir (1 — &)™ angegebene Werth (cf. § 8, 1)) giebt

aber auch durch Entwickelung des rechts stehenden Bmoms
2—1 1

_oay~m_ D(m-n) I'(a2) (— 1)? . L q/ mfq—1
O o = T 10 g Tl g g ) @ @) oot

woraus durch Ausfithrung der Integration folgt:

n—1
du

@£

n—1

T 1"(771 n) I'(m 4 q) (— 1) _
(1 Z)u I (m) 21”(7714—1]——}—1) h—q) I'(¢g+ 1) (1 x)(l
d. i ' .

%—*;P—(TZ)F,Z(I——n,m,m—}—],l—x) s. § b, b).

Endlich giebt Gleichung 1) des vorigen § auch:

1
—m n— I_' (m + ) ymtn— L vt
(1 —_ x)n ( 1) 1 m) I'(Tl) -2 (] — m;) dv

und man gelangt durch Dntmcke]ung und Summation des Binoms
unter dem Integralzeichen zu:

n—1
. —m __T'(m~+n) 1 N TmAdn—g—1) (—1)¢
(l_x’l = TT'm) (= — 1= F(nz—}—n——-q) I'(n—yq) F(r[—#l)(l“a«)
d. 1.
r n , 1 .
= (x — 1=t (:[L)_fl:(;)ﬁ' (1 72,1——m—~n,2——m—-n,-1__x)

wie § 5, 2). Diese Glemhung folgt auch aus der vorigen, indem
man in

71— L
> Tt g) (— 17 o
%;rw+q+nrw~@rw+n“' @)

q=mn—p—1 setzt, so wie sich iiberhaupt die angegebenen For-
meln leicht auf einander reduciren lassen.




10.

Es soll nun auf eine von der bisherigen ganz abweichende Weise,

némlich durch Aufstellung einer Differentialgleichung fiir (1 — =)™

die spiter zu einer Kettenbruchsentwickelung benutzt werden wird

und durch nachherige Integration Gleichung 2) § 7 abgeleitet werden

Setzt man nimlich in:

n—1

S‘
2 Sg—1 <lq~—1 — Iy —ﬁ) =11 81— Lyt Surt
g—1

q=0
S I'm+n—qg—1) (1\?
1 ¢ = I'in—¢q) ;)
also:
s D(mtn—gq) ( )q 1 F(m—]—n) _I'(m)
T T—g 1) R A
und ist ferner -
ly=m-+n—g—1

folglich:
lpm=m—+n—qg,lg=m-+4n, l[,_1=m

so ergiebt sich:

n—1
I'im-+4»—ygq) ¢—1 n—q
l"(n—q—-|—1)(.z) (m-l—n——(_]—

F(m+n—|—1) _I'm+4-1)
'(n41) 21
d. 1. da:
m—l—n-q—";”=("__’7)(“’;1)+m

;__ P(m+1z—-q 1"(m+n——(/) g1
(@ qu e ORE > o ()
F(?n—l—?‘t-]—l) F(m+1)

I'(n +1) xn—l
oder:
n—1
z—1 I’m-l—n——q) e o1 1 I'(Gn+n-— .
nz—{-l) I"(n—q) ae +I‘(m)% n——q—*—l et 1
on TmFnt1)
T T ) TrdD 1)
Nun ist:
n—1
T Fe e L= (L — 2

= l'1 (m) I'(n — ¢)
Ferner haben wir am Anfange von § 1 gefunden:

(1 — &), —m F (m —|— n — g —1) e
m) I'(n — q)
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folglich ist, m -4 1 flir m gesetzt'

(uz-l-l) 7” +n— (7) —q—1
(1—a), 1"’m+1 ) {n—4q) A

Durch Substitution dieser Werthe in 1) folgt:

_ —(min) A I’(m +n -+ 1)
@—11—a), + A=)y = o ) Tt D)

oder n mit » — 1 vertauschb:
(1 @)™ — (1 — ) (1 — &)t = =t Lk )

T'(m—+1) I'(n)
andererseits ist aber

d (1 - w)n " . m (m + 1) 777. + 1) <"L + Ll 2) "
ST P e m—2)! o

d. 1.

= m (1 — — (m+1)

n—1

so erhalten wir aus 2), wenn wir zur Abkiirzung

—m ai— )™ ,
(1— x), =Y, g =¥
und
I'im-+n )_ —
T(m+1)T' (@) "
setzen:
my — (1 —a)y = a, " : 3)
oder:
n—1
y'——l_m +a,,—_——~o. 3%)

Nun ist bekanntlich, wenn -

y -+ Ay + Ba=20,
wo 4, und B, Functionen von « sind, die Auflésung hiervon ent-

halten in
y — (e—‘ij "‘”) (0 — f B, ol e d'c)

"wo C eine Integrationsconstante ist.
In unserem Falle ist: -

dp=— 2

71
B = da
X n 1

.’L‘,

" also:

JAx de = mig (1 — x) — lge =

wenn — lge die Integrationsconstante ist. Folglich wird:

y =" G:—r) <C — a,,fl—m% ety (I-%E) dac)

y=(5D) " 0w @ fert (e e

d. 1.
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Da nun in unserem Falle y =1 fiir =0, so folgt € = ¢~ und
wir erhalten, indem wir fiir «, und y wieder ihre Werthe einfithren :

i @

(1 — x)n‘m = (1 — )" — II:T%:F‘(% (1 — x)"’i/jx’l_l (1—a)y=1dx 4)

iibereinstimmend mit § 7 ,-2).

11.

Die im vorigen § gefundene Differentialgleichung fithrt auf eine,
wenn auch zu numerischen Berechnungen nicht zu verwendende, aber
im Uebrigen wohl nicht uninteressante Entwickelung unserer Funetion
(1 — )™ in einen Kettenbruch.

Die Gleichung 2) des vorigen § lautete:

. —m e o ~(m-}-1) . 71‘—-‘1 _I’(m + 72) .
(1 — ), (I—a) (1 —a) " =u Tl 1) ()
Hieraus folgt, indem gleichzeitig m mit m 4 1, und » mit » -+ 1 ver-
taunscht wird:

- —(m+-1) . . o —(m+2) —9 ‘__ P(m_j— 7} .
(1 x>"*1 (1 $) <1 a’f)"__2 = I'im4-2) I'(n — 1) ?-

ebenso folgt weiter

(] e YT =D g I'(m - n)
(l x)"_2 (1 — .%‘) (1 @€ g —.x m_“‘z; .

Fihrt man so fort, so gelangt man endlich auf:

—(min—2) —(mfn—1) N P(m + n)
(1 — a), — 1 =) (1 —a)y " — Tl F =1 1)

wnd
ey dn—1) _ D(m n
(1 —a); = Tt — b
Andererseits folgt aber:
a1l — )"
L o o
a (1 - m);m ~—(ms
awr = m(m A 1) (1 — )0
(1 — g)—™ ]
( dxﬁm)n =m (m 1) (m 4 2) (1 — x);“(';”m) . 8, W.
endlich: ,
dn_2 (1 - x);m —(m4n—-2
T:m(m—{—l) (nz+7z——3)(1——x)2( =2
und: ‘
dn—l (1 - w)n_"‘ —(mtn—1)
= ——_—m(m—{/—l)...(m-{—n-~2)(1—:v)1('Jr .

Hiernach erhalten wir, indem wir ¥, ¥,y ... fir unsere Function
(1 — )™ und ihre Derivirten schreiben:

IS
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1—a 1 T'(m -} =)

Y= ¥ @ I'(m-+1) I'(n)
¥y Y I'(m 4 )
m ,(1 x)7n(m+1)—w 2F(m—|—2)P(71~1)
Yy A I'(m - n)
m (m - 1) (1 x) mim 1) m-+2) @ T+ 3) T'(n— 2)
u. 8. W, .

y(n—2') ) (n—l)

m(m—{—l)...(m—l—vz———-%)m( - )m(m-{—l (mtn—2)
. I'(m4-»
T Tmdan—1 T
y D Tm—tmn) 1.

m(m—41)...(m~+4n-—2) = I'(m-+n) I'(1)
Dies ist, wenn wir '

I'(m+ n) I'(m -+ ) , I'(m -+ n)
I'(m) ')’ I (m) I'(n—1) I'(m) I'(n— 2)

beziiglich mit

u. 8. W. '

Uny Gn—1, Op—g U. S. W.
bezeichnen:
my—(l———x)y = @, 2"
m+1Dy—A—a)y =a a2
(m—{—?)y “—(1—-70)1 == (. 2.75" 3

(m _+_ n — 2) y(n—2) — (1 — -’L‘) J(n—l) = ay &

Yy = ay .
Aus diesen Gleichungen folgt:
. -1
a, " 1—a
y=—"-
771’ m l,

1 m-+1
Ve @)y
-3

y// _ 2y 9 " + T l—
_ 1
m 2 (m + 2) e
1 (m + 3)
y” a, 5 (1 —a) y
u. 8. W.

Durch successive Substitution erhalten wir:

1—=
—_ T n—1
y_ z +m m 1)
a, 1 2 (1 —a) a,_, 28 4
m -} 2

(L — P
+ (m -+ 2) (m - 3)
@y 2t 4 (1—a)a, 4=

m -+ 4 —

n—>5



oder, indem wir

)

by -
1 > _ 2
b, = 2D b?ﬂm—}—2
b — 1 b, o= alz—4_
8 m 2 (m+9) 1T 44
u. s, w.
b 1 byytpmm —BT2P=2
2pH1 = GaF2p) (m A 2p4-1) 7 PEET i ep 2
setzen:
. ¥y =1b,
4+ (1 — ) b,

1 mn—2+(l__w) b?"cn 3+ 1——.1,‘)2()3
a3 24 - (1 — x) by 2" 5—}-—(1——@)21)5
“n—5 mn——5 +ee

Das Schlussglied wird:
wenn n grade = 2r - 2
(I —aP by, 4 -
ay x4 (1 — z) by, & 4 (1 — ) by g1
a4

wenn » ungrade = 2r -4 1
1 —2)2 by,
ayx -+ (L — x)bn
Ohne grosse Miihe ldsst sich mit Hiilfe der angegebenen D]fferen-
tialgleichung der logarithmische Dlﬁ’erentlalquotlent in einen Ket-

m

tenbruch entwickeln, jedoch hat dies fiir die Berechnung von (1—a)
keinen Werth.

12.

Als Nachtrag zu § 3 und 4 bemerke ich noch, dass wir, eben so
wie wir die rechten Seiten in I) und II) einander gleich setzten und
dadurch III) erhielten, auf gleiche Weise mit I) und den iibrigen
Transformationsformeln verfahren kénnen. So folgt z. B. aus I) und V):

2 — a—1
( ! (1_“;?"“(3;7;1“_{—_%)
ot w)jfjf;’“‘* P —y-+1,8,f—c—p+2,1—a)

Setzen wir hierin y — 8 fur B und « fiir 1 — «, so folgt:

Fe (1—“713; 775)

&

: a-1 @ —
= (1 — ayrte-ai(— 1) %F(l—ﬁ,y—ﬁ, 9—a—f, z). 1X)



26

Yerner geben I) und VI) durch Gleichsetzung:
z—1 «-1 . r I _ .
(-I'w ) ]‘ (1-—‘ [v4 7_{3), 917 1= 1 ) ‘y~—1 (7) (7_'_“ B 1)

Ty 4+ a—1) (7—-[3)
F—y+1,2—e—y,f—y—ato, T=1)

x

woraus wir, auf gleiche Weise wie IX), erhalten:

) (1—“7{3?77 Y A
(1— ayrte— (— ) ir g et f D . F(l—{i, 2—a—y,2—e—p, —2) X)

Auf gleiche Weise gelangen wir mit Hillfe von I) und VIII) auf:
1
Fa(l_“x’ 8,7, ”a;)
(=N T e+ —1 @ ,
-'( - ) F('y—l—-u—l)l—'(ﬁ)Fa(l—a7y—ﬁ’2_“—ﬁ’x"‘1) XI)
Fiir =1 wird nach § 3 aus der Ffunction der rechten Seite in IX):
—1 . .
| 1Bl e r ey fe—1a 41,0 XY
und in X) :

‘) — 7) @
P(u+1)(1— ) F(""2"7’“+1’x—1) X#)
welche letztere Formeln wieder auf Restformeln fithren, die mit denen
“in § 7 iibereinstimmen.

Die Gleichung XT) giebt, auf unsere Function angewendet, den
in 10) § 5 angegebenen Werth.

Wir erhalten sonach durch IX), X) und XI) keine neuen Rela-
tionen.

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung nun ist die Kenntniss des
Werthes der = ersten Glieder der binomischen Reihe fiir den Fall von
Wichtigkeit, dass das Binom die Form (a -~ b)” hat, worin a b =1
und m eine ganze positive Zahl ist. Hiernach werden in der. Wahr-
scheinlichkeitsrechnung vor allen die Formeln § 7, 8%) und § 6, 2)
und 8), die fiir ganze positive m gelten, ihre Anwendung finden.

Nun ist: '

a1+ ”) — (a + b)" -
Setzen wir also in den genannten Formeln » = — —Z— und  multi-
pliciren beide Seiten mit a”, so erhalten wir aus § 7, 8%):
(a4 o) = (e 40y — (a4 b), 1
aus § 6, 2):
(a0 = (a0 — (o oy o (1 — 2)

m—n-4-1



aus § 6, 3):
b)m — yM—R | 2 ( b )—(7ll—n+1)
(a+0), =a (a 4+ b) 1__{7+bn
Hiéraus ergeben sich fiir a 4 b = 1 die drei Formeln:
(a+ b)) =1— (b4 a),_,,,
(@b —=1—p (1 — o).,
(d + b);:l — gm—n (1 . b); (m—n41)

von welchen Formeln die zweite am brauchbarsten fiir die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung sein diirfte.

Dr. phil. A. . Hering.



