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This report, which is written in French, gives a survey of results by Vretare (1976) and Hoogenboom
(1983), who showed that spherical functions respectively intertwining functions on compact symmetric
spaces can be written as orthogonal polynomials in several variables. The paper concludes with a sketchy
discussion of orthogonal polynomials in several variables which can be associated with root systems. Some
conjectures are posed for such classes of polynomials.
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Note: This paper will appear in the Proceedings of the Ecole d’Analyse Harmonique de Tunis, which was
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1. INTRODUCTION

Soit U un groupe compact, et soit K un sous-groupe fermé de U. On suppose que (U,K) est un couple
de Guelfand, i.e., si m est une représentation unitaire irréductible de U dans (), la dimension du
sous-espace J(x(w) des vecteurs K-invariants de () est 0 ou 1. Si dim ¥(x(7) =1, on dit que 7 est
de K-classe 1, on choisit un vecteur K-invariant ex de norme 1 et on définit la fonction sphérique

$(u) := (w(u)eg,ex), uel. (1.1
Cette fonction, qui est biinvariante par K, satisfait 'équation fonctionnelle

[ durkuy) dk = $u1)d(ua), uruz€U. 1.2

K

Une classe spéciale de couples de Guelfand est donnée par les couples symétriques compacts (U, K),
oi U est un groupe compact, semi-simple, connexe (et, pour plus de simplicité, simplement connexe)
et K est le sous-groupe des points invariants par un automorphisme continu involutif § de U. Soient
u,f les algebres de Lie de U, K, soit 6 aussi I'involution de u induite par Pinvolution § de U. Alors u
admet la décomposition u=%+ip par rapport a 0. (Ici g:=¥f+p est le dual non-compact de (1,6).)
On choisit un sous-espace abélien maximal a, de b et on pose 4,:=exp(ia,). Le groupe U admet la
décomposition de Cartan U =K4,K. Par conséquent une fonction sphérique par rapport a (U,K) est

Dans le cas de rang 1, i.e. dim a, =1, CARTAN [2] a déja observé que les fonctions sphériques ¢
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s’expriment comme des polynomes de Jacobi P&P(x):

¢(exp(i0H,)) = const. PP (cos(ch)), (1.3)

ou O£Heaq, est donné, la constante ¢ dépend du choix de Hy, et les paramétres a,8 sont déterminés
par le couple (U,K). Le polyndme PP (x) est le polyndme orthogonal de degré » par rapport a la
mesure (1—x)*(1+x)? dx sur Pintervalle (—1,1), ou a,8>—1. Dans le cas de (1.3) Porthogonalité
de Schur pour les fonctions sphériques se traduit comme 1’orthogonalité des polynémes de Jacobi, la
fonction de poids (1—x)*(1+x)? est la partie radiale de la mesure de Haar de U par rapport 4 la
décomposition de Cartan et ’équation différentielle hypergéométrique satisfaite par les polyndmes de
Jacobi s’obtient comme la partie radiale de I'équation wp=A¢, ol w est I'opérateur de Casimir de U.

Les cas ou le systtme de racines de (g,a,) est de type BC, ou A,, ont été étudiés dans [14], [15],
[17]. Dans ces cas les restrictions des fonctions sphériques a 4, sont des polyndmes orthogonaux de
deux variables. Par exemple, dans le cas BC,, on rencontre les polyndmes orthogonaux p&£¥(u,v) par
rapport a la mesure

A—u+v)*(A+u +vP@2—) du dv, —v—1<u<v+1, u?—dv>0, v<1.

Le polyndme p;‘,‘;f”(u,v) s’obtient par orthogonalisation de la suite

Luv,u?,uv,v: ud ubv,uv?,... . u" kvk,
Les paramétres o,B8,y sont déterminés par le couple (U,K). Is s’expriment en fonction des
multiplicités des racines. Ce n’est qu’un trés petit sous-ensemble de I'espace des paramétres qui
admet une interprétation en tant que fonctions sphériques.

JaMES & CONSTANTINE [13] ont obtenu des relations similaires entre des fonctions sphériques et des
polyndmes orthogonaux de p variables dans le cas u=o(p +¢), f=o(p)+0(q) (p<9).

Puis VRETARE [24] a démontré que les fonctions sphériques d’un couple symétrique compact quel-
conque de rang / s’écrivent comme des polyndmes orthogonaux de / fonctions sphériques particuli¢res.
La mesure d’orthogonalité et le procédé d’orthogonalisation sont donnés en terme du systeme de
racines avec ses multiplicités.

En comparaison du cas d’une variable la théorie des polyndmes orthogonaux de plusieurs variables
est trés peu developpée, aussi bien la théorie générale que I'étude de cas spéciaux. (Un résumé accen-
tuant les cas spéciaux est donné dans [16]. Dans KowaLski [19] il s’agit d’un travail prometteur pour
la théorie générale.) Les polyndmes de VRETARE [24] sont des exemples non-triviaux de polynémes
orthogonaux de plusieurs variables analogues aux polyndémes de Jacobi. Leur définition s’étend & des
valeurs des paramétres correspondant 4 des multiplicités de racines non-existantes dans la nature. De
cette fagon on attache a tout systéme de racines une famille de polyndmes orthogonaux de plusieurs
variables dépendant d’un ou plusieurs parametres qui parcourent un ensemble continu. Cependant ce
n’est que dans les cas BC; et A; (cf. [14], [15], [18], [23]) qu'on a beaucoup d’information sur les poly-
némes a valeurs de paramétres sans interprétation en terme de groupes. (Voir VRETARE [25] pour
quelques résultats partiels.) Méme I’équivalence de plusieurs définitions possibles des polynomes,
évidente dans le cas des groupes, n’a pas été demontrée en général. Clest pour cela qu'une
interprétation plus générale en terme de groupes serait trés souhaitable pour ces classes de polyndmes
orthogonaux.

Une généralisation possible des fonctions sphériques sont les fonctions dites d’entrelacement. Soit
U un groupe compact, et soient K et H des sous-groupes fermés tels que (U,K) et (U, H) sont des cou-
ples de Guelfand. Soit 7€ U et supposons que J{(w) contient des vecteurs unités ex et ey invariants
par K et H respectivement. (On dit que 7 est de K-H classe 1.) On appelle

M(u) 1= (v(u)ey,ex), uel, (1.4)

une fonction d’entrelacement de (U,K,H). Cette fonction, qui est invariante & gauche par K et 4 droite
par H, satisfait I'équation fonctionnelle (cf. DUNKL [5])

S )p(us)puz) = ¢ f fcb(u,hu{lkuz) dh dk, uy,uz,uzel, (1.5)
K i
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ol ¢ est une constante complexe non-nulle. Si ¢(e)70 on peut ramener cette équation, en posant
Us :0, a

$u)d(uz) = ¢ [ [ Suihku) dh di, uyuz €U, -
K H

ol ¢50. On peut expliquer la terminologie fonction d’entrelacement en observant que Popérateur de
co2nvolution fi>f*¢, est un opérateur d’entrelacement de L*(U /K) sur un sous-espace irréductible de
L“(U / H). :

Une classe spéciale de tels triplés (U,K,H) s’obtient dans les cas ou U est un groupe compact,
semi-simple, connexe (et de plus simplement connexe) et K,H sont les sous-groupes des points invari-
ants par des involutions commutantes 0,0, respectivement. Soit ia,, un sous-espace abélien maximal
de {Xeu | 6X =—X=0X]}, et soit 4,,:=exp(iay). On a la décomposition de Cartan généralisée
U=KA,,H (cf. [12, §6]). Par conséquent les fonctions d’entrelacement de (U,K,H) sont
complétement déterminées par leurs restrictions & A,,. Dans le cas ou dim a, =1, on peut
démontrer (cf. [12, §11]) que les fonctions d’entrelacement ¢ satisfont encore (1.3), ou O=H o €ay, est
donné. Le fait bien connu que les harmoniques sphériques de degré 2n sur la sphére
SPH4-1=0(p +q) / O(p +q —1) invariantes par O(p)XO(q) s'écrivent comme des polynomes de
Jacobi P ~1L%#4~1 (cf. BRAAKSMA & MEULENBELD [1]) est un cas particulier de (1.3). JamEes &
CONSTANTINE [13] ont considéré le cas u=o(p +q), f=o(p)+o(g), h=o(p1)+0o(q1) (1 +91=p +9),
ot les fonctions d’entrelacement peuvent étre exprimées comme des polyndmes orthogonaux de
plusieurs variables. Dans le cas ot p =2, nous retrouvons les polynémes pyt’Y(u,v) liés au systeme de
racines BC,. Par suite c’est un probléme naturel que de développer une théorie générale des fonctions
d’entrelacement des triplés (U,K,H) définis ci-dessus, analogue & VRETARE [24]. Ce probleme a été
résolu récemment dans la these [11], [12] de P'un de nous. 11 s’est trouvé que toute la théorie de Vre-
tare pouvait étre généralisée de fagon satisfaisante bien que pas aussi directement qu'on I'avait sup-
posé. Dans le §2 nous donnerons un résumé du travail de VRETARE [24] et dans le §3 Pextension de
HOOGENBOOM [12], en mettant accent sur les points de généralisation non-triviaux. Le §4 donne la
forme explicite de la mesure d’orthogonalité des polynomes orthogonaux, le §5 caractérise ces poly-
n6mes dans une autre fagon, le §6 traite le cas ou dim a,, =1 et, finalement, le §7 traite la théorie
générale des polyndmes orthogonaux liés 4 un systeme de racines.

Nous terminons cette introduction en mentionnant deux autres raisons d’étudier ces fonctions
d’entrelacement. On s’intéresse beaucoup, en ce moment, 4 P'analyse harmonique sur les espaces
symétriques semi-simples, cf. le livre de FLENSTED-JENSEN [7]. La théorie de structure des systémes de
racines a deux involutions commutantes dévéloppée dans HOOGENBOOM [12] est peut-Etre utile dans
ce cadre. De plus les fonctions propres K-invariantes des opérateurs différentiels G-invariants sur
Pespace symétrique semi-simple G / H, qui jouent un rdle important dans Panalyse harmonique sur
G / H, sont des prolongements analytiques de fonctions d’entrelacement dans le cas compact.

2. LA THEORIE DE VRETARE DES FONCTIONS SPHERIQUES SUR LES ESPACES SYMETRIQUES COMPACTS

Ce paragraphe est un résumé du travail de VRETARE [24]. Ici et dans les paragraphes suivants les
deux livres [8], [9] de HELGASON seront une référence générale pour les résultats inexpliqués de la
théorie de structure et de 'analyse sphérique sur les groupes de Lie semi-simples.

Soit g une algtbre de Lie semi-simple réelle, et soit § une involution de Cartan de g. Soit g=f+p
la décomposition en sous-espaces propres de § correspondant aux valeurs propres 1 et —1. Si a, est
un sous-espace abélien maximal de p, on le peut compléter par un sous-espace o, de f tel que
a:=0;+a, est abélien maximal dans g. ( a est une sous-algebre de Cartan de g.) Soient gc, ac les
complexifications de g, a, et soit § Pinvolution complexe de g¢ qui prolonge I'involution § de g. On
utilise les notations @ et @, pour les systémes de racines de (gc,ac) et de (g,a,), respectivement. On
pose

Ai=Alg » Ae(iog+a,)* @.1)
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Alors @C(ia; +a,)* et ®,= {0£0|ac®}. On définit Pinvolution 7, de (iay +a,)* par
(mMNH) := —NOH), Ae(iop+a,)*, Heiag+a,. 2.2)

On étend chaque pea,* 4 une forme linéaire réelle de ia; +a, en posant u(H):=0 quand Heiq;.
Par conséquent

A= BA+TA), Aeliog+a,)*

Choisissons des sous-ensembles ®*, ®, de racines positives dans @, ®, tels que lon ait acd”t
quand ac®, ac®,.

Soit G¢ le groupe de Lie complexe, connexe, simplement connexe avec algeébre de Lie g¢ et soit U
le sous-groupe analytique de G¢ correspondant & la sous-algebre réelle £+ip de gc. Alors U est com-
pact et simplement connexe. L’involution 6 de g¢ peut étre levée & G et puis restreinte & U. Soit K
le sous-groupe analytique de U correspondant a {.

Le dual unitaire U de U est en correspondance bi-univoque avec I'ensemble des classes

d’équivalence des représentations irréductibles & dimension finie de I'algtbre de Lie complexe gc. Les
classes d’equlvalenoe de ces représentations sont déterminées par leur poids supréme. La collection
des poids suprémes est donnée par

A* = (Ae(iar+a,)* | 2\ @) /(a,@)€Z 4 pour tout ac®™ }. 2.3
On dénote par 7, I’élément de Ua poids supréme A.

THEOREME 2.1 (CARTAN-HELGASON, cf. [9, Theorem V.4.1]). Soit Ae A™. Alors m, est de K-classe 1 si
et seulement si:

® A=

() @A, a)/(a,a)eZ+ pour tout ae(I)+

(La condition (ii) peut s’écrire sous la forme Ae2A, ob A, est le réseau de poids attaché a @, et A"’
le sous-ensemble des poids positifs. Nous utiliserons les notatlons g et pour 2A,, 2A+ J)

Selon la décomposition de Cartan, U=KA4,K ou 4,:=exp(ia,). Soit Aef’, soit ex un vecteur uni-
taire de J((m,) invariant par K, et soit {f,f1,...,f;} une base orthonormale de 3(m,) telle que

mX)f; = N(X)f;, Xeac, j=0,....4, (2.4)
ouAp=AetA,...,\seac* Alors, par (1.1), la fonction sphérique correspondante ¢, s’écrit sur 4,
comme

¢ (e™) = (m(e™)ex,ex)

= 3 (exsfy) (ex»fo) (™). fi
ns
=3 exf)|? €M, Xea,
J
Par suite
aE®) = 3 o)™ (somme finie). 2.5)
pea,*
Soient &, . . . , o les racines simples de CD;‘ . On définit un ordre partiel < de a,* par:
m<p S p—m = D ma; avec meZ . 2.6
J

Soit W, le groupe de Weyl de ®,. Alors
aE™) = g(e™), weW,, Xea,. vN))
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PROPOSITION 2.2. Les coefficients c), dans (2.5) satisfont ¢y =cx, pour weW),. Si ¢),#0 on a
wp<\ et wpeL pour chaque weW,. En particulier, c) \70.

COROLLAIRE 2.3. Soient \|,\;€€%. Alors —
ot = 2 an® b,
vel'

p=<<A;+A,
et ey, (A +A) # 0. ‘

Soient g, . . . , iy les générateurs de £*.

THEOREME 2.4.
(i) Soit Aef™. Alors
¢}‘ = 2 cn,,...,n, (¢’y., )n, st (¢Ih)”'
ny,..mel,
Ry <A
= 3 ¢,(¢,) (symboliqguement)
<A
et ¢ F0.

(i) Soient A, \y€L". Alors
[ @) By du = 0, Ao
7}

La partie (i) est obtenue par itération du Corollaire 2.3 et la partie (i) est une conséquence des
relations d’orthogonalité de Schur.

COROLLAIRE 2.5. Soit A\ef*, fune fonction de U. Alors f = const. ¢y, si et seulement si:

O f=2 ¢ @)

y=<A

G [f) ()Y du = 0 si vel’, v<A, v£A
U

On peut réarranger py, . . . ,py de fagon que
¢F1/-| 25; s _] - 1,...,10,

_ (2.8)
&=ty » j=2o+1,.0l
Alors Iapplication
F:= (‘Pp.,a LI ’4),1,0’4’“2,0”3 e :(I)p.,) (2.9)
envoit 4, dans c"xR'"% =R Pour chaque fe C(K\ U / K) lidentité
f(F(expiX)) := f(exp(iX)), Xea,, (2.10)
définit une fonction f de F(4,). 1l existe une fonction w indépendante de f telle que
[f@ydu= [ fixw(x)dx. (2.11)
U F(4,)

Voir les formules (4.3), (4.5), (4.9) pour une expression explicite de w.
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3. LA THEORIE DE HOOGENBOOM DES FONCTIONS D’ENTRELACEMENT SUR LES GROUPES DE LiE

COMPACTS

Ce paragraphe est un résumé du travail de HOOGENBOOM [12]. On conserve les notations de §2. Soit
¢ une involution de g commutante avec §. Soit g=h+q la décomposition en sous-espaces propres de
o correspondant aux valeurs propres 1 et —1. Si a,, est un sous-espace abélien maximal de pNaq, on
le peut compléter par des sous-espaces ai, de fNgq et ay, de pNY de fagon que

ap 1= GppHap, gt Qg 1= Oyt 0y,
soient abéliens maximaux dans p et q respectivement.
LemMME 3.1. [ay , agg] = {0}

On conclut qu’il existe un sous-espace ag, de N tel que
a = gyt agg o, tay, '

est abélien maximal dans g.

Les systémes de racines ®,®,, ont été introduits dans §2. Soient @, et ®,, les systémes de racines
de (gc,(ag)c) et (8,ap,), respectivement. ROSSMANN [21] a démontré que @,, aussi satisfait les
axiomes d’un systéme de racines. On a les inclusions @, C(iaz, +a,.)* et ®,, Cay,*.

Soit Ae(ia; +a,)*. On utilise les notations (2.1) et
MNH) := MH), Heiog+a,,
i(H) := NH), Hea,,

(3.1)
(3.2)

et on étend une forme linéaire d’un sous-espace de ia; +a, a un sous-espace plus grand en mettant la
forme égale & zéro sur le complément orthogonal. Par suite on a le schéma donné par la Table 1 qui

implique la Table 2.
(agta)*  —  (iggg+ag)* ®U{0} — O,U{0}
- , <
oS oSk
a,* — Opg ®,U{0} = &,u{0}

Table 1

On définit des involutions 7, et 7, de (ia; +a,)* par (2.2) et
(mANH) = —MoH), Heia+a,.

En utilisant les inclusions mentionnées ci-dessus on peut écrire

A=1hA+nN), A=UA+TA+mA+rnN), ob Ae(io+a,)*

Par suite,
®,, = {640 | ac®) = (B0 | Be®,), etc..

LeMME 3.2. Siac® et a=0, alors a=0 ou a=0.

Table 2

(3.3)

(3.4)

PROPOSITION 3.3. On peut choisir des sous-ensembles de racines positives @™, <I>1;" s @;’ , @;,} tels que

pour tout ac®:

ac®}
4
acol, = = qed*.

z =

~ &+
aeCI)q

&




Ces résultats ont été obtenus indépendamment par OSHIMA & SEKIGUCHI [20].
On obtient le résultat suivant comme corollaire du Théoréme 2.1:

PROPOSITION 3.4. Soit A\eA™. Alors m, est de K-H classe 1 si et seulement si -
(i) }\|ia,, =O, }\Iiau.‘*‘ﬂ,n =O.
(i) Ma)/(wa)eZ, pour tout ac®y UDS.
La condition (ii) est équivalente a
(i)’ (i\"f) € (‘f’f) z,. N[22 z,| pour tout ac®* t.q. a540.
(o,a) (a,a) (a,a)
Soit
= max | BB | BB ®
c(a) : lélg @) (@) [ aed,, . 3.5
p=a

Nous verrons qu’on peut réformuler la condition (i)’ comme
o (Ac(a)a) 4
=¥ 4 tout ac®,; .
W C@ac@m <+ PO a0
La démonstration de cette équivalence est obtenue par classification des valeurs possibles des pro-

duits scalaires de a, Tja, 7@, Ty72a quand (o, &,a,a) € ®X®, X P, X®,,. Elles sont données par la
Table 3. (Sans perte de généralité on pose (a,a)=1.)

~ o~

(a’ 1 a) (a, T (X) (a’ TIT2 (X) (&’ &) (&’ &) (&’ &)
) 1 ) 1 1 1 1
2a) 1 0 0 1 % %
2b) 0 1 0 73 1 73
3a) 1 —% —% 1 Ya Ya
)| -» 1 —1% Vi 1 Vi
4) 0 0 1 Y 73 73
5) —1% - 1 Ya Ya Ya
6) 0 0 0 % % %
7 0 0 -4 % % 1%
8a) —% 0 0 Y 7 Y
8b) 0 % 0 1% Y 1%
9a) -} 0 Y% Ya ) Ya
9b) 0 —l %) 7] Ya Ya

Table 3

Pour la vérification de cette table on utilise le fait que le systéme de racines avec involution (®,7;)
est normal, i.e., si ac® alors a—7;a ¢ ®. Dans le cas d’une involution ; il est bien connu que I'on a
les possibilités suivantes pour (a,a) € XD,
l.a=a, 20¢®, ; '
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2. (a,0)=2(a,0), 2a¢®, ;

3. (a,0)=4(a,a), Z&GKDP

Le cas de deux involutions se réduit au cas d’une involution si a=m a, & ou Tma, cf. les cas 1)-5)
de la Table 3. Alors il reste les cas ot (a,70)=0 ou —1, (a,70)=0 ou —%, (a,7;,0)="%,0 ou —%.
On peut rejeter quelqu’unes de ces possibilités parce qu’il s’ensuivrait que (a,a)<O ou parce quon
obtiendrait une contradiction avec le Lemme 3.2.

REMARQUE 3.5. La question de I'existence des cas de la Table 3 est intéressante mais pas nécessaire
ici. Dans un travail non publi¢ nous avons construit des réalisations minimales (®,7;,7;) pour chaque
cas de la table et des réalisations minimales correspondantes (g,,0).

On déduit de la Table 3 le résultat suivant:

LeMME 3.6. Soit ac® tel que a~0. Alors (a,a) / (a,a) et (a,a) / (&,a) sont égaux a 1,2 ou 4. Si Pun
des quotients est égal a 4, alors 2a € @,

PROPOSITION 3.7. Soit a€®,,. Alors c(a)=1,2 ou 4. Si c(a)=4 alors 2a € ®,,

Par suite, les conditions (i),(ii)’,(ii)"” de la Proposition 3.4 sont toutes équivalentes.
Une troisiéme reformulation de la condition (ii) peut étre donnée en terme de ’ensemble

@, = {c(a)a | ac®,, ). (3.6)

PROPOSITION 3.8. @7, est un systéme de racines.
La démonstration de cette Proposition utilise le Lemme 3.10, qui est un corollaire du Lemme 3.9:

LEMME 3.9. Soient W, W, W,, Wy, les groupes de Weyl de @, ®,, ®,, ®,,. Soit s€W,,. Alors il
existe we W tel que wr; —-'r,w @i —l 2) etw |a”‘ =s.

DEMONSTRATION. On pose s:=5; , la réflexion associée aacd pg (00 a€®). En utilisant la Table 3
on construit W en terme de s, 5.4, Spas Srrna- Par exemple: ‘

Cas2a): w:= 5,5,4.

Cas6): w:= 5,85, 05naSrna O

LemMME 3.10. c(e)=c(sa), ou seWy,, ac®,

Soit
£:= {Aeay™* | M) /(a,0)€Z pour tout acd;,}, 3.7
alors les éléments de %€ sont les poids de @;,. Soit
£ = (Aeay* | M@ /(a,a)eZ pour tout ae(®s,)"}, ' (3.8

La condition (ii)” de la Proposition 3.4 peut étre reformulée de la fagon suivante:
@y” Aegt.

Selon la décomposition généralisée de Cartan, U =KA,,H ol A,;:=exp(ia,,). Soit Aef* ou £*
est donné par (3.7). On peut imiter la démonstratlon de (2 5) dans le cas d’une fonction
d’entrelacement de la forme

o) = (m(uw)ey.ex), uel, 3.9)




et on obtient

e = 3 ™, Xea,, (somme finie). (3.10)
I"E"n‘ o
Soient ay, . . . ,a; les racines simples de @;,’1. On définit un ordre partiel < de a,,* par (2.6).

La restriction de ¢, a 4,, n’est pas toujours invariante par W,, comme dans le cas (2.7) des fonc-
tions sphériques. Définissons pour a€®,,:

g := {Xeg | [H, X]=a(H)X pour tout Heay,}, (3.11)
Pa := dim(g, N(ENH+pN0)), (3.12)
4o := dim(g, N(ENa+pNH)). (3.13)

PROPOSITION 3.11. Soit ae®,,, et soit H, €0y, tel que W(H ,)=2(p, @) / (a, &) pour tout peay,*. Soient
Aeft, Xea,,. Alors:

Pa0 = dr(explisaX)) = dn(exp(iX)),
4a7F0 = $r(exp(isaX)) = r(exp(iX +Y%7H,)),
PaF0H£qe = (Ma)/ (0@)€2Z
L’analogue de la Proposition 2.2 est donné par:
PROPOSITION 3.12. Les coefficients c, , dans (3.10) satisfont c) , =cj s, Si p o0 et
eap = O s p€Xp(Yami(s o p)(H o ) si qoF0.
Si ¢\ x50 on a wp=<X\ et wp.eL pour chaque weWp,. En particulier, c) )\70.

On peut ensuite répéter mot a mot la partie du §2 commengant au Corollaire 2.3, en remplagant
A, par 4,,.
4 P4

ExeMPLE 3.13. On prend U:=SU(2) et

1 0 1 0
fu:=Cu)""our=| 4 _ Cu)™! o —1 | uel.

Alors
_ cosy siny _ cosy isiny

K= —simp cosy | [’ H = isiny cosy

et
-10
tNh={0}, a,=a,=bNg=R 01l
-10

On pose X:= 01 ], a;:=exp(itX). Alors A,=A,,={a,|teR}. Soit a la forme linéaire de a,,

définie par a(X)=1. Alors ®,,={*a}. On vérifie que p,=0, g,=1, H,=X. Le dual unitaire U de
U est composé des représentations u;, ou m; est de dimension 2/ +1 (! =0,%,1,...). La représentation
a; est de K-H classe 1 si et seulement si /€Z... On suppose /€Z et on dénote par ¢; la fonction
sphérique de (U,K) correspondante et par ¢, la fonction d’entrelacement de (U,K,H) correspondante.
Alors on peut montrer que

di(a;) = Pi(cost), Yi(a;) = const. P(cos(2t —Yom)),
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ou P; est le polynome de Legendre (polyndme de Jacobi d’ordre (0,0)). On peut maintenant traduire
les invariances de (2.7) et de la Proposition 3.11 par

bi(expliso(1X)) = ¢i(@-,) = Picos(—2t)) = Pi(cos2r) = ¢y(exp(itX))

—
et
Yi(exp(is . (tX)) = Yy(a—,) = Pycos(—2t —%m)) = Pcos(2t +%m))
= Y@ +ym) = Yi(exp(itX +himH ;).
4. FORME EXPLICITE DE LA MESURE D’ORTHOGONALITE DES POLYNOMES ORTHOGONAUX
Considérons la formule (2.11) dans le cas des fonctions d’entrelacement:
[f@du= [ flxwx)dx, feCE\U /H). @.1)
U F(4,)
Si la fonction w est définie par (4.1) on déduit que
[ a)pu(xw(x) dx =0, Apel’, As#p. 4.2)
F(4,)
On peut calculer la fonction w en deux étapes:
[ f(w) du = const. [ f(a)b(a) da 4.3
U 4y

=const. [ fix) 8F'(x)) |det(dFp1y)| dx, feC(K\U /H),
F{4,,)
ou
Pe

d(exp(iX)) = II | sina(X)

ae(I)

Y Xeay,; 44

C’est une formule analogue 4 FLENSTED-JENSEN [6, Theorem 2.6] (G non-compact). Quand ¢=6, la
formule (4.4) se simplifie de 1a fagon suivante:
8exp(iX) = TI [sina(X)| ™™, Xea, @.5)
aed): .
Voir la these de HELMINCK [10] pour une classification des valeurs de p, et ¢,, qui peuvent étre

réalisées par des groupes compacts & deux involutions commutantes.
On peut montrer que le Jacobien |det(dFy-'(y))| dans (4.3) s’écrit

| det(dF expixy)| = comst. H | sin(k (@)a(X)) | I’L , | sin(k (e)(a(X)—%m)|, Xeay,, (4.6)
P p
ou
(@) = {ae@,j; | Yaed q} @.7
et k(a) est le nombre entier positif qui satisfait "
{Aa)/(a,0) | AeR} = k(a)Z. (4.8)
Alors k(a)=1,2 ou 4. Dans le cas 6=0 la formule (4.6) se simplifie comme suit:
| det(dF cxpix))| = const. H |sin(X)|, Xeaq,. 4.9)

2aed>
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5. UNE AUTRE CARACTERISATION DES POLYNOMES ORTHOGONAUX :
Considérons la fonction d’entrelacement ¢, donnée par (3.9) et dont la restriction & 4, est donnée
par (3.10) et 1a Proposition 3.12. Les formules (3.9) et (3.10) ont des prolongements analytiques com-
plexes dans G et exp((a,,)c)- En particulier, —

@) = (m(@en.ex), gE€G, 6.0
aEe) = 3 erpe’®, Xeqy, (5.2)
p<r .

ou G est le sous-groupe analytique de G¢ correspondant & l'algébre de Lie g. La fonction ¢, est
uniquement déterminée par sa restriction a exp(a,,). Nous donnerons une caractérisation de cette res-
triction.

Comme 7, est une représentation irréductible (de dimension finie) de G, la fonction ¢, donnée par
(5.1) est une fonction propre de l'opérateur de Casimir w de G. La partie radiale A(w) de cet
opérateur agissant sur une fonction f invariante par K a gauche et par Hc NG & droite se calcule en
utilisant HeL.GASON [9, Theorem 11.3.7] et FLENSTED-JENSEN [6, (2.12)]:

!

@)X = {2 X+ 3 @r:.,ooth(a(X))+qath(a(X))]Aa}f(e"), Xeay,
J .

j=1 aeib;

ol Xj,...,X; est une base orthonormale de a,, par rapport a la forme de Killing et 4,€a,, satisfait
WA q) = (p,a) pour tout pe(ay,)*.

THEREME 5.1. La fonction P est la restriction a exp(a,,) d’une fonction d’entrelacement ¢, de (U, K.H) si
et seulement si

@ PE) = 3 crue*®, Xea,, (somme finie, ¢\ 70),
B<A

(ii) A(w)P = vP pour un certain nombre v.

La valeur propre v s’exprime en fonction de N par

y=A,A 3 @atgaa). ' (5.3)

.
ac®,

Dans le cas oit 6=0 (q,=0 pour tout a), le théoréme est un corollaire de la théorie de Harish-
Chandra sur les développements des fonctions sphériques, cf. HELGASON [9, p.427]. L’équation (i)
du Théoreme 5.1 impose des relations de récurrence entre les coefficients c) ,. Par suite, c), est
déterminé par c) ). Dans le cas général la démonstration est analogue.

Si g, =0 et p,=0, mais ne correspondent pas nécessairement 4 une paire (U,K), et si » est donné
par (5.3), ot Aeft, vAN DEN DRIES [4] a prouvé que les conditions (i) (ol P(e*) n’est pas a priori
une somme finie) et (ii) du Théoréme 5.1 déterminent de fagon unique une fonction P, et que cette
fonction, qui est invariante par W,, est donnée par une somme finie. Ces fonctions sont mutuelle-
ment orthogonales sur 4, par rapport a la mesure §(exp(iX)) dX (cf. (4.4), q,=0) si léurs valeurs
propres sont différentes, mais dans les cas sans interprétation sur (U,K) on ne sait pas en général si
deux fonctions Py, P, (A\sAp) correspondant aux mémes valeurs propres sont orthogonales. (Voir
aussi §7.) Les résultats de VAN DEN DRIES [4] se généralisent probablement au cas ou g,>0.

6. LE cas dim (a,,) = 1
On suppose dim(a,,) = 1. Alors @, = {*a} ou {*a,*x2a} et £* est engendré par k(a)a. On
prend X, €qy, tel que a(Xp) = 1. Alors

acos(k (a)t)+b si p,>0 ou k(a)>1,

Pr(aa(eXP(itXo)) = {acos(t +14m)+b si pa=0 et k(0)=1.
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11 s'ensuit que ¢, AeLt) doit étre de la forme

dr(cos(k (@)f) si po >0 ou k(a)>1,

oa(exp(itXo)) = n(cos(z +1%m) si p, =0 et k(@)=1,

et que les fonctions ¢, sont orthogonales. En particulier, si p,>0 ou k(a)>1 et si A~p:

(sinz)’* (cost)?* (sin(2) P (cos(21))™
sin(k (a)?)

1 —_—
[ #n(costk (@) dy(cos(k (a)t)) deos(k (a)t) = 0.
-1

Apparemment cette orthogonalité est plus générale que celle des polyndmes de Jacobi, mais on peut
montrer qu’il existe des conditions restrictives SUr p,,qa:P24:924, méme dans le cas ot dim a,, a une
dimension arbitraire. ‘

LemMME 6.1. Soit a€®,,. Alors:

@) k(@=1 < 2a¢®,, etp, ou g,=0;
i) k(@)=2 = gu=0

(i) k(@=4 = pa=¢a.

Par suite les fonctions d’entrelacement dans le cas ou dim (a,,)=1 s’expriment comme des poly-
ndémes de Jacobi.

7. THEORIE RUDIMENTAIRE DES POLYNOMES ORTHOGONAUX GENERAUX LIES A UN SYSTEME DE RACINES
Soient a et a* des espaces linéaires réels en dualité de dimension / avec des produits scalaires compa-
tibles. Soit ® un systéme de racines de rang / dans a* et soit W le groupe de Weyl associé, qui opere
aussi dans a par dualité. Soit ®* un choix des racines positives dans ®. On considére Palcove

C:= {Xea | 0<a(X)<w pour tout ac®*}. (7.1)

On dénote par I' (groupe de Weyl affine) le groupe généré par les réflexions par rapport aux murs de
Palcdve C. Le groupe I est le produit semi-drect de W par le groupe des translations de vecteur veé
ou

2

¢:= Z—span {(’\,}\)A)‘ | Ae®). 7.2)
Ici A, a est tel que p(4,)=(A,p) pour tout pea*.
Soient
£:= {Aea* | A\ @) /(a,a)eZ pour tout acP}, (1.3)
gt := (Aea* | \@)/(a,@)€Z, pour tout acd™ ). (74)
L’espace J des polynomes trigonométriques de a par rapport a ® se compose des fonctions
F(X) = }\2 cre™,  Xea (somme finie). (1.5
o

Les fonctions dans J sont invariantes par rapport aux translations de #et elles sont invariantes par I’
si et seulement si elles sont invariantes par W. On dénote par Ty les éléments W-invariants de 9.
Une base de I est donnée par les “mon6mes”

My(X):= 3 &M, Xeaq,, (7.6)
seW

ou A parcourt £*. Les fonctions dans Jy sont completement déterminées par leurs restrictions 2 €.
Soient a, . . . , 0y les racines simples de ®*. On définit un ordre partiel < de a* par:
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m<pp © p—p = 2 me; avecmel,. amn
J

Soit a > m, : ®,—R ., tel que

my, = m, pour tout seW. (1.8)
C’est une fonction de multiplicité généralisée. Soit
8,(X) := IJ (sina(X))"™, XeC (79)

-
ac®

Nous voulons définir des polynémes trigonométriques W-invariants orthogonaux sur € pour la fonc-
tion de poids 8, et 'ordre partiel <. Un choix naturel et canonique est la définition suivante:

DEFINITION 7.1. Soit Aeft. Alors PJ est 'élément unique de Ty qui satisfait les deux conditions

@ Py =3 fuM,, oucy,eC, =1
p<A
pett

) [ PR M0 8,(X) dX = 0 siApet”, p<\.
e ,
On déduit immédiatement que :
g PR (X) PT(X) 8,(X) dX =0 (7.10)
si A,pelt, A£p et A<p ou p<A. |
CONJECTURE 7.2. L’orthogonalité (7.10) est vraie pour tous les A,p€ £F tels que A\£p.

Si a,®,W sont remplacés par a,,®,,W,, si ses derniers objets ont les propriétés du §2 et si
m,:= dim g,, alors il s’ensuit de la Proposition 2.2, du Théoréme 2.4(ii) et des formules (4.3) et (4.5)
que const. P{* s’identifie avec la restriction de la fonction sphérique ¢ & a, et que la Conjecture 7.2
est vraie dans ce cas. ’

Nous considérons aussi un ordre complet < de £* qui satisfait les propriétés (i) A<<p si A<p et (ii)
{nelt | p<<A} est un ensemble fini pour tout AeC*. Une forme équivalente de la Conjecture 7.2 est
maintenant:

CONJECTURE 7.2". Soit AeCt. Soit QF Pélément unique de Ty qui satisfait les deux conditions
@ of = 3 M, , oudy,eC, di\=1.

psA
pet’

) [ OF ) Mu(X) 8,(X) dX =0 si A>pelt,
e
Alors QF = P§.

Soit A 'opérateur de Laplace de a (par rapport au produit scalaire). Tout élément Y de a peut étre
identifié & un opérateur différentiel de a par la formule

Y YX) := -;l—tf(X+tY)|,=0 , Xea

Soit A{™ Popérateur différentiel de € défini par
S m, coth a(X) Aa] fX), Xe@ (7.11)

ac®

BPNHE = [+
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Soit

Pm =% 3 mua (7.12)
acdt ]

THEOREME 7.3 (VAN DEN DRIEs [4]). Soit Ae£*. Alors P} satisfait:
@y A{MPT = —(A\A+2p,)PF.

La condition (i) et la condition (i) de la Définition 1.1 déterminent P} uniquement.

L’opérateur A{™ est autoadjoint par rapport 4 la fonction de poids 8,

[ QPN g(X) 8(X) dX = [ f(X) (Ag)X) 8(X) dX, f.geTw (7.13)
e e
et
MMMy = 3 af\,M,, AeCt, oualy, €C et aly)=—AA+2p,). L (119)
n<<A

Si les valeurs propres af’\, sont toutes différentes, alors la Conjecture 7.2 est satisfaite, mais cette
condition n’est pas vraie pour tout m.

Dans le cas de valeurs de m ot PY' est la restriction d’une fonction sphérique, alors A{™ est la par-
tie radiale de Popérateur de Laplace-Beltrami de U / K, cf. §5. Dans ce cas on a également la conjec-
ture suivante:

CoNJECTURE 7.4. I existe des opérateurs différentiels A}'") (j=1,..1) de @ commutants, mutuellement
indépendants algébriquement, autoadjoints par rapport a 8, tels que A{™ est donné par (1.12) et

AIM, = ZA apuM,, Ae€t, j=1,.,
p<

ou afy , €C et lapplication
A (a'{:)‘,}‘, ‘e ,a;’"}‘,;‘)! B+ —C"

est injective.

La Conjecture 7.4 impliquerait que
AMPE = af\PT, Aeft, j=1,..,1

et que les Conjectures 7.2, 7.2’ sont satisfaites.

Probablement, la Conjecture 7.4 peut étre vérifiée pour des valeurs de m plus générales en utilisant
les résultats de Hoogenboom du §3.

Dans le cas ol m, = dim g,, attaché & U / K, la Conjecture 7.4 est vraie parce que les opérateurs
A}"') peuvent étre choisis comme les parties radiales de I'algébre YU / K) des opérateurs différentiels
invariants de U /K. La Conjecture 7.4 est vérifiée pour tout m dans le cas des systémes de racines
suivants:

1. A, (trivial).

2.BG, , cf. [14].

3. A;, cf. [15] dans le cas ou /=2. Dans le cas ot / >2 SEKIGUCHI [22] a donné une expression expli-
cite des parties radiales de / générateurs de l'algébre U / K). Mais sa démonstration est esquissée
et difficile & comprendre. Une démonstration compléte des résultats de Sekiguchi a été donnée par
L.G. MACDONALD pendant sa visite récente aux Pays-Bas. Il a méme établi la Conjecture 7.4 pour
A; quand m est arbitraire (des résultats pas encore publiés). DEBIARD [3] a donné une expression
explicite différente pour les opérateurs A}"') dans le cas A;, mais sans démonstration.

Bien str, en utilisant I'application F donnée par (2.9), on peut traduire les résultats et conjectures de
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ce paragraphe en terme des polyndmes orthogonaux de plusieurs variables, comme il a été fait dans
[14], [15] pour les cas BC, et A;. Mais dans le cas général la formulation présente est plus facile et
élégante parce qu’il est difficile de donner une description explicite du domaine F(C).

—
Nous remercions Danielle Hilhorst-Goldman et Erik Thomas pour leur avis linguistique et Han Noot
pour son avis typographique.
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