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Sferische harmonischen

Laplace-operator op Rd : ∆ = ∂2

∂x2
1

+ · · ·+ ∂2

∂x2
d

.

Ωd : sfeer in Rd met straal 1.

Definitie
Sferische harmonischen van graad n op Ωd zijn beperkingen tot
Ωd van harmonische homogene polynomen op Rd van graad n.
Hn is de lineaire ruimte van al deze functies.

De orthogonale groep O(d) werkt op Hn .
De representatie van O(d) op Hn is irreducibel.
L2(Ωd ) =

⊕∞
n=0Hn , orthogonale directe som.
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Ultrasferische polynomen als sferische harmonischen

Jacobi-polynomen P(α,β)
n (x), graad n, parameters α, β > −1,∫ 1

−1
P(α,β)

m (x) P(α,β)
n (x) (1− x)α(1 + x)β dx = 0 (m 6= n).

Geval α = β: ultrasferische (of Gegenbauer-)polynomen.

Stelling

Voor α = 1
2(d − 3) is f : ξ 7→ P(α,α)

n (ξ1) een (zonale) sferische
harmonische van graad n op Ωd .

T f = f als T ∈ O(d − 1) (stabilisator van e1 in O(d)).
Elke O(d − 1)-invariante g ∈ Hn is constante keer f .
ξ 7→ (ξ1 + iξ2)n zit in Hn .
O(d − 1)-symmetrisatie hiervan geeft f (ξ)/f (e1) =⇒
integraalrepresentatie voor P(α,α)

n (x) (van Laplace-type).
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Jacobi-polynomen als sferische harmonischen

Stelling (Braaksma & Meulenbelt)

Voor d = p + q, α = 1
2p − 1, β = 1

2q − 1 is
f : ξ 7→ P(α,β)

n
(
− (ξ2

1 + · · ·+ ξ2
p) + (ξ2

p+1 + · · ·+ ξ2
p+q)

)
een sferische harmonische van graad 2n op Ωd .

T f = f als T ∈ O(p)× O(q).
Elke O(p)× O(q)-invariante g ∈ H2n is constante keer f .
ξ 7→ (ξ1 + iξp+1)2n zit in H2n .
O(p)× O(q)-symmetrisatie hiervan geeft f (ξ)/f (e1) =⇒
dubbelintegraalrepresentatie voor P(α,β)

n (x).

Dijksma & K, Indag. Math. (1971)

Voor d = p + q, α = 1
2p − 1, β = 1

2q − 1, γ = α + β + 1
2 , η ∈ Ωd

is ξ → P(γ,γ)
2n (〈ξ, η〉) een sferische harmonische van graad 2n.

O(p)× O(q)-symmetrisatie hiervan geeft een dubbelintegraal-
representatie voor P(α,β)

n (x)P(α,β)
n (y) in termen van P(γ,γ)

2n (z).
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Complexe sferische harmonischen

z = x + iy ↔ (x , y) : Cd ↔ R2d ; eenheidssfeer Ω2d .

1
4∆ = 1

4

(
∂2

∂x2
1

+ · · ·+ ∂2

∂x2
d

+ ∂2

∂y2
1

+ · · ·+ ∂2

∂y2
d

)
= ∂2

∂z1∂z1
+ · · ·+ ∂2

∂zd∂zd
.

Definitie
Complexe sferische harmonischen van graad (m,n) op Ω2d zijn
beperkingen tot Ω2d van polynomen p(z1, . . . , zd , z1, . . . , zd ) ,
harmonisch en homogeen van graad m resp. n in de zi resp. zi .
Hm,n is de lineare ruimte van al deze functies.

De unitaire groep U(d) werkt op Hm,n .
De representatie van U(d) op Hm,n is irreducibel.
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Zernike-polynomen Rα
m,n(z)

Rα
m,n(reiθ) = const. r |m−n|ei(m−n)θP(α,|m−n|)

m∧n (2r2−1) (m,n ∈ Z≥0).∫
x2+y2<1

Rα
m,n(z) Rα

k ,l(z) (1−x2−y2)α dx dy = 0 ((m,n) 6= (k , l)).

F. Zernike, Physica 1 (1934)
(α = 0).

F. Zernike & H.C. Brinkman,
Proc. KNAW 38 (1935)
(algemene α > −1).

Nobelprijs; ASML.

Frits Zernike
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Zernike-polynomen als complexe sferische
harmonischen

Stelling (K, 1972)

f : ζ 7→ Rd−2
m,n (ζ1) is een (zonale) complexe sferische

harmonische van graad (m,n) op Ω2d ⊂ Cd .

T f = f als T ∈ U(d − 1) (stabilisator van e1 in U(d)).
Elke U(d − 1)-invariante g ∈ Hm,n is constante keer f .
ζ 7→ (a1ζ1 + · · ·+ adζd )m(b1ζ1 + · · ·+ bdζd )n zit in Hm,n als
a1b1 + · · ·+ adbd = 0. Hieruit door U(d − 1)-symmetrisatie
een dubbelintegraalrepresentatie voor Rd−2

m,n .
Ook productformule en additieformule voor Rd−2

m,n .

Rα
n,n(reiθ) = const.P(α,0

n (2r2 − 1)⇒ ook zulke formules
voor Jacobi-polynomen.
Dezelfde resultaten verschenen wat eerder in
Russischtalige artikelen door Vilenkin en R.L. Šapiro.
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Wortelstelsels en spiegelingsgroepen

Spiegeling in Rd t.o.v. orthoplement van niet-nul vector α:

σα(x) = x − 2
〈x , α〉
〈α, α〉

α (x ∈ Rd ).

Wortelstelsel R in Rd :
eindige R ⊂ Rd\{0} zo dat σαR = R als α ∈ R.

Neem aan: ±α zijn enige veelvouden in R van α ∈ R.

Spiegelingsgroep W :
eindige groep voortgebracht door de σα (α ∈ R).

Multipliciteiten kα (α ∈ R): kα ≥ 0, W -invariant.

R opgesplitst in R+ en −R+, gescheiden door hypervlak.

h(x) =
∏
α∈R+

|〈x , α〉|kα (x ∈ Rd ), W -invariant.
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2D wortelstelsels

Ook niet-kristallografische wortelstelsels met W de dihedrale
groep.
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Dunkl-operator

Definitie (Dunkl, Math. Z., 1988)

Dunkl-operatoren Tj (j = 1, . . . ,d) werkend op f ∈ C∞(Rd ):

(Tj f )(x) =
∂

∂xj
f (x) + 1

2

∑
α∈R

kααj
f (x)− f (σα(x))

〈x , α〉
(x ∈ Rd ).

De operatoren Tj commuteren.
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Charles Dunkl, University of Virginia, Charlottesville

673 artikelen in MathSciNet met Dunkl in de titel.
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h-harmonischen op Ωd

Dunkl–Laplace-operator: ∆h =
∑d

j=1 T 2
j .

f ∈ C∞(Rd ) is h-harmonisch als ∆hf = 0.

Definitie
h-Harmonischen van graad n op Ωd zijn de beperkingen tot Ωd
van h-harmonische homogene polynomen op Rd van graad n.
Hn is de lineaire ruimte van al deze functies.

inproduct: 〈f ,g〉h =
∫

Ωd
f (ξ)g(ξ)h(ξ)2 dω(ξ).

L2(Ωd ,h2dω) =
⊕∞

n=0Hn , orthogonale directe som.
∆h = Lh + Dh met
Lhf = h−1(∆(f h)− f ∆h) (differentiaaloperator) en

(Dhf )(x) = −
∑
α∈R

kα‖α‖2
f (x)− f (σαx)

〈x , α〉2
(reflectie-operator).
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q-harmonische polynomen (reële geval)

A: algebra met generatoren x1, . . . , xd en relaties
xixj = qxjxi (i < j).

q-dilataties γi : p(x1, . . . , xd ) 7→ p(x1, . . . , xi−1,qxi , xi+1, . . . , xd ).

q-afgeleiden ∂i : p(x1, . . . , xd ) 7→ ((γ − γ−1)p)(x1, . . . , xd )

q − q−1 x−1
i .

kwadratische vorm: Q = x2
1 + q−1x2

2 + · · ·+ q−d+1x2
d .

q-Laplace-operator: ∆ = qd−1∂2
1 + qd−2∂2

2 + · · ·+ ∂2
d .

p ∈ A is q-harmonisch als ∆p = 0.

An: ruimte van homogene polynomen van graad n in A.

Hn: ruimte van q-harmonische polynomen in An .

An =
⊕

j=0,...,bn/2c

QjHn−2j .
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Complexe q-harmonische polynomen

Z: ∗-algebra met generatoren z1, . . . , zd ,w1, . . . ,wd ,
involutie z∗i = wi , en relaties
zizj = qzjzi , wjwi = qwiwj (i < j), wizj = qzjwi (i 6= j),
wizi = ziwi + (1− q2)

∑
k<i zkwk .

q-afgeleiden ∂i en ∂ i werkend op bases van Z ([a] = qa−q−a

q−q−1 ):

∂i (zλ1
1 . . . zλd

d wµd
d . . .wµ1

1 ) = [λi ]qλi+1+···λd zλ1
1 . . . zλi−1

i . . . zλd
d wµd

d . . .wµ1
1 ,

∂ i (wλ1
1 . . .wλd

d zµd
d . . . zµ1

1 ) = [λi ]q−(λi+1+···λd )wλ1
1 . . .wλi−1

i . . .wλd
d zµd

d . . . zµ1
1 .

Q =
∑d

j=1 zjwj genereert het centrum van Z.

q-Laplace operator: ∆ = ∂1∂1 + · · · ∂d∂d .

Zm,n: ruimte van p ∈ Z die homogeen van graad m in de zi en
van graad n in de wi zijn.

Hm,n = {p ∈ Zm,n | ∆qp = 0} .

Zm,n =
⊕

j=0,...,m∧n QjHm−j,n−j .
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Vergelijking van reële en complexe q-geval

Complexe q-geval:
Noumi et al. (1993), Floris (1997), Iorgov & Klimyk (2003).

Hopf-algebra A(Uq(d)) werkt op Z,Zm,n,Hm,n.
q-Zernike-polynomen als Uq(d − 1)-invariant in Hm,n.
Uitdelen naar Q = 1 geeft quantumsfeer en complexe
quantum-sferische harmonischen.

Reële q-geval:
Noumi et al. (1996), Iorgov & Klimyk (2001).

Algebra U ′q(so(d)) (geen Hopf-algebra) werkt op A,An,Hn.
Variant van big q-ultrasherical polynomials als
U ′q(so(d − 1))-invariant in Hn.
Uitdelen naar Q = 1 niet mogelijk.
Complexe geval geen verfijning van reële geval.

Tom Koornwinder Sferische harmonischen



Hendrik Werkman (De Ploeg),
Ochtendwandeling in de herfst

Boele, nog goede
jaren toegewenst.
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