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JACOBI POLYNOMIALS AS SPHERICAL HARMONICS
BY

B. L. J. BRAAKSMA axp B. MEULENBELD

(Communicated by Prof. A. C. ZAANEN at the meeting of March 30, 1968)

Proc. KNAW, Series A, 71 = Indag. Math. 30 (1968), 384—389
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Sferische harmonischen

82
oxz "

Laplace-operator op R%: A = 86—; 4ot
:

Qg : sfeerin RY met straal 1.

Sferische harmonischen van graad n op Q4 zijn beperkingen tot
Qg4 van harmonische homogene polynomen op R van graad n.
‘Hp is de lineaire ruimte van al deze functies.

@ De orthogonale groep O(d) werkt op .
@ De representatie van O(d) op Hn is irreducibel.
@ [2(Qq) = @)Xy Hn, orthogonale directe som.
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Ultrasferische polynomen als sferische harmonischen

Jacobi-polynomen P,(,“’ﬂ )(x), graad n, parameters o, 8 > —1,

’
/ P (x) P (x) (1 = x)*(1 +x)°dx =0 (m# n).
—1
Geval o = 3: ultrasferische (of Gegenbauer-)polynomen.

Voor o = 5(d —3) is f: & — piee) (&) een (zonale) sferische
harmonische van graad n op Q4.

@ Tf=fals T € O(d — 1) (stabilisator van ey in O(d)).
@ Elke O(d — 1)-invariante g € #, is constante keer f.

@ {— (51 + ifg)n zitin Hp.
O(d — 1)-symmetrisatie hiervan geeft f(¢)/f(e1) =

integraalrepresentatie voor P,(,O"a)(x) (van Laplace-type).
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Jacobi-polynomen als sferische harmonischen

Stelling (Braaksma & Meulenbelt)

Voord=p+q,a=ip—1,8=2%q—1is
e PR (= (84 +€8)+ (2 + +E2,0))
een sferische harmonische van graad 2n op Qg .

@ Tf=fals T €O(p) x O(q).
@ Elke O(p) x O(q)-invariante g € H,,, is constante keer f.
Q@ {— (51 + i§p+1)2n zitin Hop .
O(p) x O(qg)-symmetrisatie hiervan geeft f(¢)/f(e1) =
dubbelintegraalrepresentatie voor P,(,“’B )(x).

Dijksma & K, Indag. Math. (1971)

Voord=p+q,a=3p-1,8=39-1,v=a+8+3n€Q
is & — Péj;”((g, n)) een sferische harmonische van graad 2n.
O(p) x O(q)-symmetrisatie hiervan geeft een dubbelintegraal-
representatie voor P (x)P?)(y) in termen van Pg,”)(z).
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Complexe sferische harmonischen

=x+iy & (x,y): C? < R?9; eenheidssfeer Qpy .

N 8 . 32 62
A—( 2t T oe Ty 2+ t+32 >—az1az+"'+azd87d'

1
1

Complexe sferische harmonischen van graad (m, n) op Q24 zijn
beperkingen tot Q4 van polynomen p(zy,...,24,21,...,24),
harmonisch en homogeen van graad mresp. nin de z; resp. z;.
Hm,n is de lineare ruimte van al deze functies.

@ De unitaire groep U(d) werkt op Hmp .
@ De representatie van U(d) op Hm,n is irreducibel.
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Zernike-polynomen Ry, ,(2)

R, n(re'?) = const. rIm="lei(m=mo ploelm=(2r2_1) (m, n € Zs).

/X2+y2<1 Riy.n(2) R (2) 1—x2—y?)*dxdy =0 ((m,n) # (k,I)).

F. Zernike, Physica 1 (1934)
(e =0).

F. Zernike & H.C. Brinkman,
Proc. KNAW 38 (1935)
(algemene a > —1).

Nobelprijs; ASML.

Frits Zernike
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Zernike-polynomen als complexe sferische
harmonischen

Stelling (K, 1972)

f: ¢ — RS.2(¢1) is een (zonale) complexe sferische
harmonische van graad (m, n) op Q4 C CC.

@ Tf=fals T € U(d — 1) (stabilisator van e; in U(d)).

@ Elke U(d — 1)-invariante g € Hm n is constante keer f.

o (—~ (a1 + -+ adcd)’”(b1?1+ st bda)n zitin Hmp als
aiby + - - -+ agbg = 0. Hieruit door U(d — 1)-symmetrisatie
een dubbelintegraalrepresentatie voor R,‘j’{,,z.

@ Ook productformule en additieformule voor Rﬁ,}?.

° R,O,‘Vn(reie) = const. P,(,O"O(Zr2 — 1) = ook zulke formules
voor Jacobi-polynomen.

@ Dezelfde resultaten verschenen wat eerder in 5
Russischtalige artikelen door Vilenkin en R.L. Sapiro.
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Wortelstelsels en spiegelingsgroepen

Spiegeling in R t.0.v. orthoplement van niet-nul vector o:
(x, )
(a,q)

Wortelstelsel R in RY:
eindige R c R9\{0} zodat 0,R =R alsa c R.

(x € RY).

ga(X)=x-2

Neem aan: +« zijn enige veelvouden in R van o € R.

Spiegelingsgroep W:
eindige groep voortgebracht door de o, (o € R).

Multipliciteiten k,, (o« € R): k, >0, W-invariant.
R opgesplitst in R, en —R., gescheiden door hyperviak.

h(x) = TTacr, 10X @)% (x € RY), W-invariant.
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2D wortelstelsels

VAN
AN

Ay x A, Ay B, =, Gy

Ook niet-kristallografische wortelstelsels met W de dihedrale
groep.
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Dunkl-operator

Definitie (Dunkl, Math. Z., 1988)

Dunkl-operatoren T (j=1,. d) werkend op f € C=(RY):
X
(Tif)(x) = +1 z ko (= T0al) gty

(X, a)
aeR

De operatoren T; commuteren.
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Charles Dunkl, University of Virginia, Charlottesville

'‘Dunkl operators, special functions
and harmonic analysis'

Paderborn, August 8 - 12, 2016

673 artikelen in MathSciNet met Dunklin de titel.
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h-harmonischen op Q4

Dunkl-Laplace-operator. Ap = Zf; Tf
f € C*(RY) is h-harmonisch als Apf = 0.

h-Harmonischen van graad n op Q4 zijn de beperkingen tot Qg
van h-harmonische homogene polynomen op R van graad n.
H, is de lineaire ruimte van al deze functies.

e inproduct: (f,g)n = [q, f(€)g(€)h(€)? dw(é).
0 [2(Qq, Pdw) = @72, Hn, orthogonale directe som.
@ Ap=Lp+Dp met

Lpf = *1(A(fh)—fAh) (differentiaaloperator) en
(Dpf)(x Z Kol |]2 (> aX) (reflectie-operator).
a€eR
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g-harmonische polynomen (reéle geval)

A: algebra met generatoren xi, ..., Xy en relaties
XiXj = qxjx; (i < J).
g-dilataties v;: p(X1,...,Xg) = P(X1, -y Xi—1, QXiy Xis1, - - -, Xd)-
. — v p) (X1, .., Xg)
g-afgeleiden 9;: p(x1,...,Xq) — (= q)f)c(y—11 ?) x 1.

kwadratische vorm: Q = x2 + g~ x5 + - + g~ 9*'x3.
g-Laplace-operator: A = q9-192 + q9293 +--- + 93
p € Ais g-harmonisch als Ap = 0.

Apn: ruimte van homogene polynomen van graad nin A.
‘Hp: ruimte van g-harmonische polynomen in A, .

An - @ Qanfzj .

Jj=0,...,[n/2]
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Complexe g-harmonische polynomen

Z: x-algebra met generatoren z4,...,z4, Wy, ..., Wy,
involutie z* = w;, en relaties

zizj = Qz;z;, wiw; = qww; (i < j), w;z; = qzjw; (I # j),
wizi = zjwi + (1 — G%) > i Zk Wi -

g-afgeleiden 9; en 9; werkend op bases van Z ([a] =

q q—
(Z) ...z whe Wiy = gt ez Nzt w W{“,
(W . owyizld 2y = [\]gT Qi Adw T wezhe Lz
Q= Z/-:1 zjw; genereert het centrum van 2.
g-Laplace operator: A = 0101 + - -- 040 -

Zm.n: ruimte van p € Z die homogeen van graad min de z; en
van graad n in de w; zijn.

n=1{P € Zmn| Agp=0}.
Zmn = @jzo,...,m/\n Q/Hm—j,n—j-



Vergelijking van reéle en complexe g-geval

Complexe g-geval:
Noumi et al. (1993), Floris (1997), lorgov & Klimyk (2003).

@ Hopf-algebra A(Uq(d)) werkt op Z, Zm n, Hm,n-
@ g-Zernike-polynomen als Uq(d — 1)-invariant in Hm p.

@ Uitdelen naar Q = 1 geeft quantumsfeer en complexe
quantum-sferische harmonischen.

Reéle g-geval:
Noumi et al. (1996), lorgov & Klimyk (2001).

@ Algebra U (so(d)) (geen Hopf-algebra) werkt op A, Ap, Hn.
@ Variant van big q-ultrasherical polynomials als
Ug(so(d — 1))-invariant in #Hp.
@ Uitdelen naar Q = 1 niet mogelijk.
@ Complexe geval geen verfijning van reéle geval.
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Boele, nog goede
jaren toegewenst.

Hendrik Werkman (De Ploeg),
Ochtendwandeling in de herfst
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