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Leidsche Flesch Courant, 5e jaargang, no. 3,
januari 1965

HET COLLEGE ALS VORM VAN KENNISOVERDRACHT EN
MOGELIJKE ALTERNATIEVEN

door T. H. Koornwinder

In onderstaand artikel zal ik het collegestelsel, zoals wij dat
kennen, aan een kritisch onderzoek onderwerpen en mij daarbij
beperken tot de prekandidaatscolleges in de wis- en
natuurkunde. Het lijkt me goed dat dit onderwerp in de L.F.C.
aan de orde komt. Er worden jaarlijks vele uiterst kostbare
hoogleraarsuren en nog veel meer — wat minder kostbare —
studentenuren in de colleges gestoken en beide partijen zijn er
dus bij gebaat om te onderzoeken of colleges wel de beste
vorm van kennisoverdracht zijn.



met dank aan en de Wiskundemeisjes



Een mooie identiteit



Een afschrikwekkende identiteit



die komt uit het boek van Gasper & Rahman



maar aanleiding geeft tot . . .

een symmetriegroep van orde 51840

(de Weyl-groep van wortelsysteem E6)

t t tt t t



Een zeer oude identiteit

De binomiaalformule:

(x + y)n =
n∑

k=0

(
n
k

)
xkyn−k

Veel ouder dan Newton of
Pascal. Gaat terug tot:

I India vanaf 250 v. Chr.

I Iran, ca. 1100

I China, ca. 1250
Chinese “driehoek van Pascal”
uit 1300



Vandermonde’s identiteit

(x + y)l =
l∑

i=0

(
l
i

)
x iy l−i ,

(x + y)m =
m∑

j=0

(
m
j

)
x jym−j ,

(x + y)l+m =
l∑

i=0

m∑
j=0

(
l
i

)(
m
j

)
x i+jy l+m−i−j

=
l+m∑
k=0

 k∑
j=0

(
l

k − j

)(
m
j

) xky l+m−k ,

(x + y)l+m =
l+m∑
k=0

(
l + m

k

)
xky l+m−k ,

(
l + m

k

)
=

k∑
j=0

(
l

k − j

)(
m
j

)
.



Chu-Vandermonde identiteit

De identiteit van Vandermonde (1772) was al bekend aan de
Chinese wiskundige Chu Shi-Chieh (1303).

Pochhammer-symbool

(a)k := a(a + 1) . . . (a + k − 1) (k = 1,2, . . .),
(a)0 := 1.

(illustreert ook de identiteit als definitie)
Dus k ! = (1)k

Hypergeometrische reeks van Gauss

2F1

(
a,b
c

; z
)

:=
∞∑

k=0

(a)k (b)k

(c)kk !
zk

Chu-Vandermonde herschreven

Voor n = 0,1,2, . . . 2F1

(
−n,b

c
; 1
)

:=
n∑

k=0

(−n)k (b)k

(c)kk !
=

(c − b)n

(c)n
.



De oorsprong van het gelijkteken

“I will sette as I doe often in
woorke use, a paire of
parralles, or Gemowe lines of
one lengthe, thus : ==,
bicause noe 2, thynges, can
be moare equalle.”

Robert Recorde in 1557 in The Whetstone of Witte



De oorsprong van het ongelijkteken

T. Harriot, Artis analyticae praxis ad aequationes resolvendas,
ed. W. Warner, 1631.

Gelijkheid kan ongelijkheid impliceren.

Bijv. sin2 θ + cos2 θ = 1 =⇒ | sin θ| ≤ 1.

Twee ongelijkheden impliceren gelijkheid:

a ≤ b & b ≤ a =⇒ a = b.

In analyse veel meer ongelijkheden dan gelijkheden.

Bijv. ∀ε > 0 ∃δ > 0 |x − a| < δ =⇒ |f (x)− f (a)| < ε



Een identiteit uit de populaire psychologie

Geluk = P + (5 x E) + (3 x H)

Uit interviews met meer dan duizend mensen beweren de Britse
psychologe Carol Rothwell en ’life coach’ Pete Cohen de
geluksformule te hebben gedestilleerd. Geluk is een combinatie van:

P (Personal characteristics) = persoonlijke eigenschappen: je
flexibiliteit, veerkracht, de manier waarop je het leven bekijkt.

E (Existence) = basale levensomstandigheden: je gezondheid,
familiesituatie, gevoel van veiligheid en financiële positie. E telt
het zwaarst: zonder dak boven je hoofd en ten minste een
droge boterham kom je aan gelukkig zijn niet toe.

H (Higher order needs) = hogere behoeften: zelfwaardering,
gevoel voor humor, en de mate waarin je je ambities en
verwachtingen hebt bevredigd.

uit Psychologie Magazine, juli 2003



Een identiteit uit de financiële wiskunde

Formule van David Li:
“De schuldigen zijn degenen die er roekeloos mee omgingen” ?



Een identiteit uit de natuurkunde

“De schuldigen zijn degenen
die er roekeloos mee
omgingen” ?



Meer identiteiten uit de natuurkunde

Elektrozwakke wisselwerking
(Het Glashow-Weinberg-Salam-model)

uit De Natuurwetten van Sander Bais



Een identiteit uit de meetkunde

V − E + F = 2
Voor een convex veelvlak is het aantal hoekpunten min het
aantal ribben plus het aantal zijvlakken gelijk aan twee.

Euler, ca. 1750

Geldt ook voor vlakke grafen.



De q-binomiaalformule
Zij q ∈ C, q 6= 0.
Bekijk variabelen x , y zo dat xy = qyx .
Dus ieder product van factoren x en y , in willekeurige volgorde,
kan herschreven worden als een product van een aantal
factoren y maal een product van een aantal factoren x met een
coëfficiënt die een bepaalde macht van q is. Bijv.

x2yxy = xxyxy = qxyxxy = q2yxxxy = q5yyxxx = q5y2x3.

Nu kunnen we bijv. ook (x + y)2 en (x + y)3 uitwerken:

(x + y)2 = (x + y)(x + y) = x2 + xy + yx + y2

= x2 + (1 + q)yx + y2,

(x + y)3 = (x + y)(x + y)2 = (x + y)
(
x2 + (1 + q)yx + y2)

= x3 + (1 + q)xyx + xy2 + yx2 + (1 + q)y2x + y3

= x3 + (1 + q + q2)yx2 + (1 + q + q2)y2x + y3.



De q-binomiaalformule (vervolg)

Algemeen:

(x + y)n =
n∑

k=0

[
n
k

]
q
yn−kxk (xy = qyx),

waarbij de q-binomiaalcoëfficient gedefinieerd wordt door:[
n
k

]
q

:=
(1− qn)(1− qn−1) . . . (1− qn−k+1)

(1− q)(1− q2) . . . (1− qk )
.



Hypergeometrische functies
Definitie
Een hypergeometrische reeks is een reeks

∑∞
k=0 tk zo dat

t0 = 1 en tk+1/tk is een rationale functie in k .
Zo’n tk heet een hypergeometrische term.

Dus

tk+1

tk
=

P(k)

Q(k)
(P en Q polynomen)

=
(a1 + k) . . . (ar + k)

(b1 + k) . . . (bs + k)

z
1 + k

.

Dus

tk =
(a1)k . . . (ar )k

(b1)k . . . (bs)k

zk

k !
,

waarbij

(a)k := a(a + 1) . . . (a + k − 1) (Pochhammer-symbool).



Hypergeometrische functies (vervolg)
Dus de algemene hypergeometrische reeks kan geschreven
worden als:

r Fs

(
a1, . . . ,ar

b1, . . . ,bs
; z
)

:=
∞∑

k=0

(a1)k . . . (ar )k

(b1)k . . . (bs)k

zk

k !
.

Afbrekende hypergeometrische reeks:
Als a1 = −n (n − 0,1,2, . . .), dan (−n)k = 0 als k > n,
dus dan breekt de hypergeometrische reeks af na de term
met k = n.

Algemene les
Als je een (eindige of oneindige) reeks

∑∞
k=0 tk hebt waarbij de

termen tk zijn uitgedrukt in bijv. binomiaalcoëfficiënten, ga dan
na of de reeks te herschrijven is als hypergometrische reeks,
dus of tk+1/tk rationaal is in k .
Van duizenden verschillende mogelijkheden tot een beperkt
aantal waarover gestandaardiseerde literatuur is.



Hypergeometrische functies (voorbeelden)
I r = s = 0, exponentiële reeks:

0F0

(
−
−

; z
)

=
∞∑

k=0

zk

k !
= ez .

I r = 1, s = 0, binomiale reeks:

1F0

(
a
−

; z
)

=
∞∑

k=0

(a)kzk

k !
= (1− z)−a .

Voor a = 1 krijgen we de geometrische reeks
∑∞

k=0 zk .
I r = 2, s = 1, de hypergeometrische reeks van Gauss:

2F1

(
a,b
c

; z
)

=
∞∑

k=0

(a)k (b)kzk

(c)kk !
.

Bijv. z 2F1

(
1,1
2

;−z
)

= z
∞∑

k=0

(−1)kzk

k + 1
= log(z + 1).



Sommeerbare hypergeometrische reeksen
(voorbeelden)

I Chu-Vandermonde:

2F1

(
−n,b

c
; 1
)

=
(c − b)n

(c)n
.

I Sommatieformule van Gauss:

2F1

(
a,b
c

; 1
)

=
Γ(c − a− b)Γ(c)

Γ(c − a)Γ(c − b)
(c > a + b),

waarbij Γ(c) :=

∫ ∞
0

tc−1e−t dt (c > 0).

I formule van Saalschütz:

3F2

(
a,b,−n

c,1 + a + b − c − n
; 1
)

=
(c − a)n(c − b)n

(c)n(c − a− b)n
(n = 0,1, . . .).



Onbepaalde sommatie

Gegeven zijn de termen tk met t0 = 1. Schrijf:

n∑
k=0

tk = sn (n = 0,1,2, . . .)

Dit is equivalent met:

sn − sn−1 = tn (n = 1,2, . . .) en s0 = 1.

Voorbeeld:

n∑
k=0

(b)k

k !
=

(b + 1)n

n!
⇐⇒ (b + 1)n

n!
− (b + 1)n−1

(n − 1)!
=

(b)n

n!
.



Gosper’s algoritme

Bill Gosper

Als tk een hypergeometrische
term is dan is er een algoritme
dat beslist of sn :=

∑n
k=0 tk

een hypergeometrische term
is. Zo ja, dan geeft het
algoritme sn expliciet, en dan
is sn/tn een rationale functie
van n.



Zeilberger’s algoritme

Doron Zeilberger

Zij sn :=
∑n

k=0 tn,k met tn,k een
propere hypergeometrische
term. Dan is er een getal
N = 1,2, . . . , polynomen aj(n)
in n en een un,k = rn,k tn,k met
rn,k rationaal in n en k zo dat

N∑
j=0

aj(n)tn+j,k = un,k+1 − un,k .

Dan

N∑
j=0

aj(n)sn+j = 0.



Zeilberger’s algoritme (vervolg)

I Voor elke achtereenvolgende N algoritmisch te bepalen of
de som aan zo’n differentievergelijking van orde N voldoet.

I Als N = 1 dan a0(n)sn + a1(n)sn+1 = 0 direct op te lossen
en de som sn wordt expliciet verkregen.

I De WZ-methode haakt in op dit geval N = 1 en geeft voor
veel bekende expliciete hypergeometrische sommaties
een bewijscertificaat in de vorm van een rationale functie
rn,k , waardoor de identiteit direct en automatisch bewezen
kan worden.

I Zie het boek A=B door M. Petkovšek, H. S. Wilf en
D. Zeilberger voor verdere details.

I Zeilberger publiceert geregeld samen met zijn computer
Ekhad als het om automatisch geleverde bewijzen gaat.





Een oproep tot slot

De Engelstalige Wikipedia levert langzamerhand een
fantastische encyclopedie van de wiskunde.

De Nederlandstalige Wikipedia blijft hierin ver achter.

Studenten wis- en natuurkunde, help mee om
dit beter te maken!
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