André Heck en Peter Uylings zijn op de nwd van 2010 wiskundig ingesprongen op sprongbewegingen zoals
het springen op een springstok, huppen op de plaats en het maken van kangoeroesprongen. Dergelijke bewe-
gingen zijn op video vast te leggen en kunnen m.b.v. Coach worden geanalyseerd. In dit artikel bespreken zij
eenvoudige wiskundige modellen van deze bewegingen en vergelijken modelresultaten met meetresultaten.

Een sprong voorwaarts met wis- en natuurkunde

Inleiding Rose en Gamble [2] stellen twee eisen aan normaal wan-

Er zijn diverse manieren van menselijke gang: slentererflelen: (1) een aanhoudende grondreactiekracht; (2) een
wandelen, snelwandelen, hardlopen, enzovoort. In dit artiPeriodieke beweging van elke voet van de ene naar de
kel gaan we Springende gangpatronen zoals huppen’ reﬁndere pOSitie van grondcontact in de voortgangsrichting.
nen, springen op een springstok en het maken van kangde€ gangcyclus (ook wel schrede genoemd) begint wanneer
roesprongen wiskundig onderzoeken. Dit is best ambitieu§én voet in contact komt met de grond en eindigt wanneer
want zo'n levendige beweging lijkt op het eerste gezichglezelfde voet opnieuw in contact komt met de grond. Tij-
nog niet zo makkehjk in een Wiskundig model te Vangen'dens het wandelen bevindt zich een been afwisselend in
Het doorbuigen en afzetten van iemand die op en ne&en fase waarin erop gesteund wordt (de steunfase of
springt, doet een beetje denken aan de beweging van egigndfase) en een fase waarin het been vrij is van de on-
omgekeerde veer, een model dat dan ook in allerlei vardergrond (de zwaaifase). De steunfase bestaat uit de
anten in de biomechanica terugkomt. Maar hoe eenvoudigfeunopvang (waarin er dubbel grondcontact is), het vol-
of complex moet een dergelijk model zijn om goed overContact (waarin er op €én been met [bijna] de volledige
een te stemmen met de realiteit? Kunnen vwo leerlingeMoetzool gesteund wordt) en de afzet (waarin er weer dub
zo'n onderzoek ook doen? Voordat we aan de beantwookel grondcontact is en de zwaaifase voorbereid wordt. De
ding van deze vragen toe komen zullen we eerst de belangwaaifase kent een begin-, midden-, en eindfase tugsen h
rijkste begrippen, principes en meetmethoden van gangrloment dat de voet contact met de Ondergrond verliest en

analyse uitleggen en de biomechanische verschillen tussé¢@er opnieuw maakt. Hierbij wordt de beweging van het
wandelen en rennen bespreken. zwaaibeen eerst versneld en daarna weer afgeremd.

Ganganalyse In figuur 1 worden de verschillende fasen van een wandel-

Bij een volledige ganganalyse worden de volgende aspegang en hun tijdsduur (als percentage van de schredetijd)

ten onderzocht: spatio-temporele factoren (staplengte, k jetoond. Deze figuur is overgenomen uit referentie_: [2].
dans, staptijd, gangsnelheid,...), kinematische variabele nkele stapgrootheden zijn staplengte, stapirequentie (ka-

(heuphoek, kniehoek, enkelhoek, ...), de dynamica van h ns = aantal stappen per minuut) en gangsnelheid. Enkele
' ' b Staptijdfactoren zijn standtijd, zwaaitijd, bipedale tijd

lichaamszwaartepunt (verticale/horizontale verplaatsing

energiefluctuaties, ...), externe krachten die inwerken opWanneer beide voeten de grond raken), schredetijd en

het systeem (grondreactiekrachten) en fysiologische ai—taptijd' Met behulp van een gemotoriseerde loopband

pecten (spiergebruik, belasting van het skeletsysteem,... _untr_ler; Ieerllnlger; ':‘ expefrrl]menten wtzgeken dhoe dg
In een eerder artikel [1] is al ingegaan op leerlingenonde >patio-temporele factoren athangen van de aard van de

zoek naar spatio-temporele en kinematische aspecten v pbeweging en de snelheid van de loopband. Ook
menselijke gang m.b.v videometingen. Dit betrof met unnen ze daarbij hun aandacht richten op de hoeken van

name wandelen. In dit artikel bekijken we Springenoleverschillende gewrichten. In het eerder artikel [1} Zier-

voortbewegingen. Om het verschil tussen deze gangpatrg_elijke onderzoeken al uitvoerig beschreven. Ter voorbe-

nen beter te begrijpen bespreken we eerst biomechaniscrf'édmg op €en wiskundige mOde”e”F‘g van sprongbewe-
basisconcepten van menselijke gang. gingen verdiepen we ons nu eerst in verschillen tussen

wandelen en rennen.
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fig. 1 De gangcyclus inclusief specifieke gebeurtenisigkms het wandelen (Rose & Gamble [2]).



Wandelen vs. rennen

In figuur 1 is aangegeven dat een been zich tijdens wan-
delen pakweg 60% van de gangcyclus in de steunfase en
40% in de zwaaifase bevindt. Deze percentages gelden
voor wandelen met een snelheid tussen 5 en 6 km/h.
Wanneer iemand haast heeft en een grotere gangsnelheid
kiest zal het percentage van de steunfase alsmede de
schredetijd afnemen. Bij snelwandelen met een gang-
snelheid nabij 1@m/u is het percentage steun- en zwaai-
fase gelijk aan 50%. Wanneer de ene voet de grond
raakt, verheft de andere voet zich juist van de grond. Er
is bijna geen bipedale fase meer waarin beide voeten de
grond raken. Bij nog grotere gangsnelheid verandert he
patroon in joggen, rennen of sprinten. Dan is er helemaal
geen bipedale fase meer, maar is daarvoor een zweef-
fase, waarin geen enkele voet de grond meer raa#it i
plaats gekomen. Uit figuur 2 valt op te maken dat bij een
sprint de zweeffase kan oplopen tot 60% van de gang-
cyclus. Wanneer iemand sneller begint te wandelen,
schakelt hij of zij op een bepaald moment over van wan-
delen naar lopen. Omgekeerd, wanneer iemand langza-
mer gaat rennen dan komt er een moment waarop over-
gegaan wordt op wandelen. Uit onderzoek blijkt dat de
wandelen-rennen en rennen-wandelen overgangssnel-
heid gelijk aan elkaar zijn. We verwijzen naar het f3roe
schrift van Veerle Segers [3] voor een beschrijving van
het hoe en waarom van deze overgang in gangpatroon.
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fig. 2 Cyclus van wandelen tot sprinten (Vaughan [4]).
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fig. 3 Fasen tijdens rennen (Durward et al [5]).
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Net als bij wandelen worden verschillende fasen tijdens
rennen onderscheiden. De zweeffase begint bij de afzet,
het moment dat de ene voet de grond verlaat, en eindigt
met het moment dat de andere voet contact maakt met de
grond (afbeelding b t/m d in figuur 3). De steunfase is de
periode tussen de steunopvang en de afzet met hetzelfde
been (afbeelding d t/m f in figuur 3). Het eerste deel van
de steunfase wordt de remfase genoemd omdat het
lichaam wordt afgeremd en de kinetische en gravitatie-
energie die het lichaam voor de landing had, geabsor-
beerd wordt. Het laatste deel van de steunfase wordt de

stuwfase genoemd omdat veerenergie in het spier-
skeletstelsel wordt omgezet in kinetische en potenti€le
energie, zodat de volgende sprong gemaakt kan worden.

Behalve het spatio-temporele onderscheid tussen wan-
delen en rennen, zijn er nog twee andere onderschei-
dende karakteristieken in gebruik, namelijk een dynami-
sche definitie gebaseerd op energiefluctuaties van het li-
chaamszwaartepunt en een kinematische definitie waarin
de buiging van het standbeen tijdens het volcontact be-
palend is. In de dynamische definitie van wandelen is
van belang dat de voorwaartse kinetische energie van het
lichaamszwaartepunt minimaal is wanneer de gravitatie-
energie maximaal is. Vanaf het moment van steunop-
vang tot aan het midden van de volcontact-fase neemt de
voorwaartse snelheid af naarmate het standbeen verder
voorwaarts kantelt in de richting van de hoogste stand
van het been. Kinetische energie wordt hierbij omgezet
in gravitatie-energie. In de tweede helft van de steunfase
beweegt het lichaamzwaartepunt weer naar beneden en
wordt potentiéle energie omgezet in kinetische energie
(de gangsnelheid neemt weer toe). Met andere woorden,
bij wandelen fluctueren de kinetische energie en de gra-
vitatie-energie uit fase. Bij rennen is dit net andersom:
dan zijn kinetische en potentiéle energie juist in {ase
gangsnelheid is het kleinst wanneer het zwaartepunt het
laagst is). De kinematische definitie gaat uit van een mi
of meer gestrekt standbeen tijdens de steunfase van wan-
delen en een gebogen standbeen bij volcontact tijdens
rennen. De spatio-temporele, dynamische en kinemati-
sche kenmerken staan niet los van elkaar: de gravitatie-
energie van het lichaamszwaartepunt is bij wandelen
maximaal tijdens volcontact van het standbeen vanwege
de gestrekte stand van het been op dat moment, terwijl
de gravitatie-energie juist minimaal is tijdens volcohtac
bij rennen omdat het standbeen dan sterk gebogen is.
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fig. 4 Wandelen versus rennen (Farley & Ferris[6]).

Figuur 4 illustreert het verband tussen de verschillende
karakteriseringen van wandelen en rennen. Het toont
tevens twee populaire, bijpassende wiskundige modellen
van menselijke gang. Het meest simpele wiskundige
model van wandelen gaat er van uit dat de knie tijdens
de steunfase niet buigt maar gestrekt blijft en dat het
steunbeen als een omgekeerde slinger beweegt, net alsof
er sprake is van steltlopen. Verder verwaarlozen we in
dit model het gewicht van de benen en veronderstellen
we dat het lichaamszwaartepunt dezelfde positie heeft



als het heupgewricht en dus een cirkelvormige beweging
maakt. In dit model, dat Saundest al [7] geintrodu-
ceerd en onderzocht hebben, wordt ook voorbijgegaan
aan bekkenbewegingen tijdens wandelen, verplaatsingen
van het lichaamszwaartepunt door andere houdingen, en
het feit dat men een voet afwikkelt en niet simpelweg
roteert om een vast voetpunt. Ondanks deze beperkingen
geeft het model wel inzicht in de wandelbeweging. Het
kan bijvoorbeeld gebruikt worden om een schatting te
maken van de maximale wandelsnelheid. Bij rennen
veert men tijdens de steunfase door de knie en enkel.
Een sterk versimpeld model voor de beweging van het
standbeen is dan dat van een massa-veer systeem [8,9].
Dit model is het hoofdonderwerp in de tweede helft van
dit artikel.

Hoe snel kun je wandelen?

Met Saundeet als [7] model van een omgekeerde slin-
ger kunnen we door toepassing van basisprincipes van
natuurkunde de vraag naar de hoogste wandelsnelheid
beantwoorden. Om te beginnen is het nodig om te weten
dat een object dat een cirkelbeweging maakt versneld
wordt in de richting van het centrum van de cirkel. Bij
een gegeven snelheicen een straalis deze versnelling

gelijk aanv?/r. Dus: als de snelheid gelijk aaris op
het moment dat het standbeen rechtop staat dan is de
versnelling naar beneden gericht en gelijk azl,

waarbij | de lengte van het standbeen is. Omdat de
voeten van een wandelaar niet vastgelijmd zijn aan de
ondergrond, kan het lichaam niet naar beneden getrok-
ken worden; het kan alleen onder invloed van de zwaar-
tekracht omlaag gaan. Dientengevolge kan het lichaams-
zwaartepunt, gelokaliseerd op de heup, niet naar bene-
den gaan met een grotere versnelling dan de valversnel-

ling g. Met ander woorden?/I < g.

Het Froude getal wordt gedefinieerd als
2

Froude getak é

Als het Froude getal kleiner of gelijk aan 1 ispndan

men nog steeds wandelen. Bij een Froude getal rgrote
dan 1 moet men gaan rennen. In praktijk [10] gaah m

al over op rennen bij een Froude getal van 0.5ales
betekent dat de maximale loopsnelheid van een #lwa
sene met een beenlengte van 90 cm in theorie @@ aar
ongeveer gelijk aan 3 m/s en dat deze persoon tierma
ter bij een snelheid van 2 m/s al overgaan op menne
Reken op deze manier ook eens de maximale loopsnel-
heid voor deze persoon op de maan uit. Klopt dit adee
televisiebeelden van lopende mannen op de maan?
Waarom kunnen snelwandelaars trouwens harder gaan
(x4 m/s)? Hoe doen ze dat? Zie referentie [10] ez
beter wiskundig model voor (snel)wandelen en eeerme
realistische schatting van de maximale gangsnelheid

Het model van Saundees al [6] geeft ook inzicht in de
algemene vorm van de verticale grondreactiekraght t
dens wandelen met de typische M-vorm zoals in figuu
te zien is bij lage gangsnelheid, met een lokaaimim

tijdens volcontact. Deze kracht verschilt kwaliétvan

de verticale grondreactiekracht bij rennen, welkdii
guur 5 weergegeven is in krommen bij een hoge gang-
snelheid en met een maximum tijdens voolocontact.

verticale grondreactiekracht (%lichaamsgewicht)

% 20 40 60 80
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fig. 5 Verticale grondreactiekracht bij verschilld
gangsnelheden van een man (Keller et al [11]). Rero
gang van wandelen naar rennen vindt plaats bij 8.m/

Dergelijke krommen van de verticale grondreactiekta
kunnen leerlingen ook zelf maken in een praktisope
dracht m.b.v. een krachtenplatform [12,13]. Uit een
kromme van de verticale grondreactiekracht kanete v
ticale verplaatsing van het lichaamszwaartepunabiep
worden. Hoe dit gaat met Coach bespreken we in de
volgende sectie over de analyse van een hurksprong

Analyse van een hurksprong

We gaan op allerlei manieren de verticale verpiagts
van het lichaamszwaartepunt bij een hurkspronglbapa
(vgl. [13]). De hurksprong, waarbij vanuit gehurkte
houding omhoog gesprongen wordt met de handen op de
heupen en zonder eerst verder in te zakken, isvsche
tisch weergegeven in figuur 6.

fig. 6 Fasen tijdens een hurksprong.

Figuur 7 is een schermafdruk van een Coach agtivite
waarin de verticale grondreactiekraéhtnet een krach-
tenplatform is gemeten, terwijl simultaan de sphmag
weging van een studente met een webcam opgenomen
is. Synchrone meting met een sensor en filmopnaane v
een gebeurtenis maakt het de student-onderzoeker ge
makkelijker om bepaalde punten in de grondreactie-
kracht-tijd kromme in verband te brengen met gebeur
tenissen tijdens de sprong (Figuur 8). In het diagis

ook het constante lichaamsgewidf gemeten tijdens

de hurkstand van de springster op het krachtempatf

en na haar sprongbeweging 17,5 N; 53 kg).
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fig. 7 Verticale grondreactiekracht bij een hurksipg.
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fig. 8 Gemeten grafiek van de verticale grondresacti
kracht bij een hurksprong met hierin aangegeven de
fasen en speciale momenten van de sprong.

De tweede wet van Newtor=(= p'), vertelt ons hoe de
verandering in impulsp = mv tussen de start van de
sprongbeweging en de afzet te bepalen uitgaandédesan
gemeten grondreactiekracht namelijk door integratie.
Startend vanuit stilstand in hurkhouding,(, =0 op
tijdstipt,,,) tot aan het moment van de afzgg,{) en
met de stuwkracht gelijk aah —M = F —mggeetft dit:

tatzet

j (F - M )dt = m\éfzet_ m\étan’

s
waarbij m het gewicht van de springster in Kg, het
lichaamsgewicht in NM = mg) env,, de snelheid op

het moment van loskomen van het krachtenplatform
zijn. Uitwerken voor een stationaire startposieeft:

tatzet
[ j F dt] - M I:ﬂstuwing = mvafzet’

tS!Elrl
waarbij t,,.,,de tijdsduur van het omhoog brengen van

het lichaam is. De linkerkant bestaat uit de impelgye-
volge van de grondreactiekracht en de impuls teslgev
ge van het lichaamsgewicht van de springster, ltibei
door integratie van de kracht-tijd grafiek bepdaidnen
worden. De oppervlakte onder de kromme kan in Coach
numeriek bepaald worden met de gelijknamige data
analyse faciliteit (Figuur 9). Dit levert een gestth
tijdsduur van 0,248 s voor het omhoog brengen \&n h
lichaam, een impuls tengevolge van de grondreactie-
kracht ter grootte van 219,6 Ns, en een impulsdeng
volge van het lichaamsgewicht ter grootte van 1283
Hieruit volgt dat de afzetsnelheid,,,ongeveer gelijk is

aan 1,7m/s voor de springster met een gewicht 8&g.5
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fig. 9 Bepaling van de oppervlakte onder een kromme

De verworven kinetische energie bij de afzet waijet
dens de zweeffase in gravitatie-energie omgezeliten
bepaalt als volgt de maximale spronghoodjte, ...

1
E mvazfzet = m¢ bweeffase'

Dus:
2

— Vafzet
Ahzweeffase - .
29

Als we veronderstellen dat tijdens de zweeffaseeall
zwaartekracht een rol speelt, dan is de versnellany
het lichaam constant en gelijk aan —g. Omdat detafz
snelheid in grootte gelijk is aan de landingssndites
in richting tegengesteld moet dan het volgendeegeld

_ggweeﬁase: \J Ianding_ \ afzet: _2V afz*
Dus:

tzweeffase: 2V afze[ g en Ahzweeffase: gtzzweeffaséB )
Als de afzetsnelheid of spronghoogte bekend is &ann
bovenstaande relaties gebruikt worden om de tijcida
springster in de lucht is uit te rekenen. Omgekeals
de zweeftijd bekend is, dan kan hiermee de afzhisite
en spronghoogte berekend worden. In ons geval Bemt
vastgestelde afzetsnelheid van 1,7 m/s overeereeret
spronghoogte van 14,7 cm en een zweeftijd van 0s347
Deze berekende zweeftijd stemt prima overeen met de
gemeten en geobserveerde zweeftijd van 0,35 s.

De snelheid-tijd grafiek kan in Coach geconstrueerd
worden door de integratietool uit de data analy=eeg-
schapskist toe te passen op de stuwkracht en @eze t
delen door het gewicht van de springster. Figuur 10
toont het resultaat voor de opgemeten hurkspromg. O
deze manier is de vastgestelde maximale snelheid va
het lichaamszwaartepunt ongeveer 1,85 m/s.
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fig. 10 Bepaling van de snelheidskromme via irgegy
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fig. 11 Bepaling van de hoogtekromme via integrere

De hoogte-tijd grafiek kan op soortgelijke wijze ave
bepaald worden door integratie van de snelheidgtigd
fiek. Figuur 11 toont het resultaat voor de hurksigr.

De hoogteverandering van het lichaamszwaartepunt
t.0.v. de starthouding is nu ongeveer 37 cm encigtie

na landing van de springster is 12 cm. Dit kanlewis
dend zijn en tot de verkeerde conclusie leiden dat
spronghoogte gelijk aan 25 cm is, een waarde die aa
merkelijk hoger is dan eerder op basis van de sizét
heid bepaald is. De fout is dat de vluchthoogte etmo

bepaald worden op basis van de berekende hoogten op

het moment van afzet en landing. Als dit gedaandtvor
en de gemiddelde hoogte van 23,5 cm voor afzetren |
ding gekozen wordt, dan is de spronghoogte geljk a
13,5 cm. Dit is dicht bij de eerder gevonden waarde

De resultaten over afzetsnelheid, spronghoogte een d
tijdsduur van de zweeffase kunnen door videoanalyse
van de opgenomen film geverifieerd worden. Bijvoor-
beeld kun je door numerieke differentiéren de sidx
grafiek bepalen en de afzetsnelheid van 1,65 nkés af
zen. In figuur 12 worden de met het krachtenplatfor
berekende hoogte van het lichaamszwaartepunt eergel
ken met de gemeten hoogte in de video clip. Hettijsl
weer een groot genoegen wanneer theorie en mating z
mooi overeenstemmen. Leerlingen kunnen op soortge-
lijke manier ook andere sprongbewegingen onderzoeke
en met elkar vergelijken. Bijvoorbeeld kunnen zgasan

of je inderdaad hoger springt wanneer je eerstkinag
een aanloop neemt.

E hoogte bepaald m.b.y. krachtenplatform {m)
E hoogte bepaald m.b.v. videometing (m)
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fig. 12 Vergelijking van resultaten uit video arsgymet
resultaten uit metingen met het krachtenplatform.

Verticaal huppen op een springstok

en daaronder een springpoot. Tus

sen cilinder en springpoot zitter

twee voetsteunen en een zuiger.

de beweging van de springstok ka

men twee fasen onderscheiden:

0 De zweeffase: de punt van dg
springstok is los van de grond
De stok is maximaal uitge-
schoven en beweegt star ef
uitsluitend onder invloed van
de zwaartekracht.

o De grond- of contactfase: dg
punt van de springstok staa
vast op de grond. De spring
poot schuift met de zuiger i
de cilinder waardoor de druk
net als bij een fietspomp veriii s
hoogd wordt. Vervolgens veert de springpoot terug.

Thomas bleek comfortabel te kunnen springen als de

zweeffase en de grondfase ongeveer even lang duurde

Deze overzichtelijke situatie laat zich goed in eas-

en natuurkundig model beschrijven. Om goede parame-
terwaarden te krijgen en het model te validerergtrhet
vergeleken worden met de realiteit. Daartoe kan den
beweging net als bij de analyse van de hurksprqgng o
video vastleggen en analyseren met voor dat doel on
wikkelde software, bijvoorbeeld met Coach.

Het massa-veer model van verticaal

huppen op een springstok

De beweging van Thomas op zijn springstok vormt een
bron van inspiratie voor de beschrijving van ndijiar
menselijke sprongbewegingen met een omgekeerd veer-
systeem. Dit massa-veer model is schematisch weerge
geven in figuur 13. In het model wordt de massad&n
veer verwaarloosd en wordt de periode van één hup o
derverdeeld in twee fasen, namelijk de contact{esst
contacttijat,) en de zweeffase (met zweeftijj. Ook

nemen we aan dat Thomas in staat is verticaalpgpem
op de springstok zonder zijn lichaamshouding nosmen
waardig te veranderen en dat zijn lichaamszwaantepu
zich ongeveer bevindt ter hoogte van de handvasen v
de springstok. Bij het neerkomen van de springstale
hoogte gelijk aan de rustlendteran de stok.

massa-vesr : zweeffase

systeem

I I
°  fijd tz

fig. 13 Massa-veer model van verticaal springen.

In het eindexamen natuurkunde 2008 verscheen Thomas Ook nu kunnen we een zweeffase en een fase vad-gron

met zijn springstok ten tonele, zie bijgaande fdien
springstok bestaat uit een holle cilinder gevuld lmeht

contact onderscheiden, met als verschil dat invaeef
fase alleen de zwaartekraéht=-mgwerkt en in de



Videometen - SPRONG Video

contactfase zoweF, als de veerkrachE, =C(L-y).
Hierin wordt voor hoogtey < L de elasticiteit van het
doorveren beschreven met een nog onbekende veer-
constanteC . Nu ligt de dynamiek van het systeem vast

in een tweede orde differentiaalvergelijking en éwe
randvoorwaarden:

4 125 hoogte (m)
sinusfit van hoogte (m)

d - jd (s
Wospber b ol ol Sl id (5)
R R R R R L

2 +
a:d_z:M:E mety(o): yoenﬂ(o):vo_ . i i ]
dt m m dt fig. 15 Videometing van de hoogte van het lichaams-
Dit kan herschreven worden als stelsel van twesteer zwaartepunt bij verticaal huppen op een springstak
orde differentiaalvergelijkingen: een sinusbenadering hiervan.
dy dv_F,+F, _F
=, a=—=—"*—“Y=—| 0)= , 0)= )
i T m m YO MOy v berekande noogte ()

Een grafisch weergave van dit stelsel ten behoewe v 1205 stoklengte (m) =
een numerieke berekening met de modelleeromgeving 115\ /“\ /\
van Coach 6 oogt als volgt: T
105}
Modelvenster ¥ 8
=RARSSRIRN A=Y = (=] \\
- r‘@ 095}
’ = IU‘IEI = ‘

b tijd (s)
099 g5

I‘LIE‘ * I2.‘EI
fig. 16 Vergelijking van modelresultaten met deimget

*
.
g
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Ter controle van het model kan men het verloopde&n
drie voorkomende energievormen bestuderen. Deze zij
gedefinieerd als:

o E :%m\F . kinetische energie

Oplosser: Ak4

o0 E, =mgy: gravitatie-energie
fig. 14 Massa-veer model in Coach. o E :%C( L- y)2 . veerenergieC= 0 in zweeffas

Bij een correct model is de som van deze energieén

Hierin stelt elke combinatie stant in de tijd. Figuur 17 toont dat alles in oislavat

van een rechth_oekig symbqol betreft behoud van energie in het model.
met instroompijl de integratie van de betreffendeoty

heid voor. In het gegeven voorbeeld wosdigeinte- K ()
greerd en symboliseert de pijl de afgeleide yaWe o0 Ez ((j))
kunnen een simulatie van dit model uitvoeren, niesr 150 e )

is wel zo interessant om resultaten van een mockelbe
kening te kunnen vergelijken met meetresultaterogdo AP~~~
temeting in een filmpje maakt dit mogelijk. Het ukaat b

van een videometing is in figuur 15 te zien. Hejkbl 0 "A'A"A'A‘A'A'A’
dat als eerste experimenteel model een sinusbengder o0
kan fungeren. Hoe mooi het ook lijkt, toch is déne -100f
zwaktebod omdat je hiermee geen enkele onderbouwing

voor het resultaat hebt. Interessanter is het om he fig. 17 Energievormen in het massa-veer model.
massa-veer systeem te beproeven. Om een goede over-

eenstemming met de videometing te verkrijgen htijke Het massa-veer model van verticaal

de volgende parameterwaarden gekozen te moeten wor- huppen zonder hulpmiddelen

den (zie figuur 16): Je kunt je terecht afvragen of het massa-veer numlel

o0 C=12,7kN'm alsy< L, ander€ = wel goed werkt bij verticaal huppen zonder gebrigik

o L=110m maken van hulpmiddelen. Als dit niet lukt, dan h{eef

— aan een dergelijk model voor voorwaarts huppen al
o m=70kg . .
helemaal niet te beginnen. Daarom hebben we op het

o g¢g=981 rTf $ Universitaire Sport Centrum van de UVA studenten ve

0 y,=1.19m, vy= 0 ”/{ 2 ticaal en voorwaarts laten huppen op een gemotodse

loopband. Met een hogesnelheidscamera zijn de bewe-
gingen op film vastgelegd, met een beeldsnelhei va
300 fps om alle details te kunnen waarnemen enem e
hoge tijdresolutie te kunnen bereiken.

We krijgen een oplossing die stuksgewijs en altrenme:
een sinus- en een paraboolvorm heeft (het versehil
met het blote oog moeilijk waar te nemen).



Om meer inzicht te krijgen in de beweging van het
lichaamszwaartepunt tijdens de contactfase van dwpp
gaan we het massa-veer model eerst nog even exact
oplossen. Het steunbeen (in dit geval eigenlijetzi de
benen) wordt opgevat als een massaloze veer rjfet sti
heid C en rustlengtd_. Voor het gemak stellen we de
tijdt =0op het moment van het eerste contact met de
loopband (in een videometing kunnen we dit in Coach
ook eenvoudig regelen) en gaan we uit van eenrngsdi
snelheid gelijk aarv, waarbijv een positieve grootheid

is. De verticale positie van het lichaamszwaanepu
wordt gelijk gekozen aan de positie van het heup-
gewricht van de huppelaardster (zie figuur 18 vder
videometing). Onder de aanname dat alleen grasitati
en veerkracht een rol spelen, levert de tweedeveet
Newton en de wet van Hooke de volgende bewegings-
vergelijking voor de hoogtetijdens de contactfase op:

my=-mg+ q L=y, Y0)= L {0=-1
Alsu = y- Lde uitwijking tijdens grondcontact is, dan
kan de bewegingsvergelijking herschreven worden als
u'+afu=-g, u0)=0, u(0)=-v,
waarbij de natuurlijke frequenti@ gegeven wordt door
o’ :%. Deze vergelijking is exact oplosbaar en le-

vert een sinusoide op:
u(t) =~ sin(cwt) +—-2 cofat) -3,
w o o’
Hieruit kun je de snelheidsformule afleiden:
v(t) = ~veos{wt) -% sir{wt).

Halverwege de contacttijd is het steunbeen maximaal
gebogen en de snelheid van het lichaamszwaartépunt
dan gelijk aan nul. Dit levert het volgende verbapd

— 1 _g i E =
vcos(zwtcj wsw(zwtcj C

Oftewel, de contacttijd wordt vastgelegd door:

2 2 {w@}
t, =— ——arctan — |.
w w g

Wat we kunnen leren uit de laatste formule is dat d
beweging tijdens grondcontact afhangt van drie dan
volgende vier factoren: (1) de valversnelligg(2) de
natuurlijke frequentiew van het massa-veer systeem;
(3) de afzet- of landingssnelheid (4) de contacttijck, .

Vanwege de definitie van de natuurlijke frequetim

je deze bepalende factor ook vervangen door de veer
constanteC (stijfheid), mits het gewicht van de springer
bekend is. Kortom, door wiskunde te gebruiken kamm
meer onderbouwde uitspraken over het beweging doen
en afhankelijkheden van bepalende factoren in gangp
tronen onderzeken.

De exacte oplossing van de uitwijking kan ook gédr

worden om de natuurlijke frequentie en landingdsziell

te schatten op basis van metingen. In figuur 18ois

videoanalyse te zien. De best passende sinusfit is:
y(t) = 0,125ir( 21,26+ 2,9)5+ 0,¢.

Dit correspondeert met:

u(t) =-0,118sir( 21,26~ 0,023cfs 2185 O.

Dit resultaat leidt tot de volgende eerste schgdtin
w=21,25Hz, v= 2,5m

Deze landingssnelheid is maar een klein beetjeegrot
dan de gemeten snelheid vanr@/3 in de videoanalyse.
Deze waarden geven een contacttijd van 0,17 seéptg
ook maar een klein beetje kleiner is dan de gemeten
contacttijd van 0,19 s (voor deze precisie is fedirgik
van een hogesnelheidscamera nodig). Net als bij
opwaarts springen uit hurkstand kun je op basisden
afzetsnelheid de zweeftijd uitrekengn=0.47s Dit

wijkt maar een beetje af van de in het filmpje vggaro-

men zweeftijd van 0.40 s. Kortom, het massa-veer mo

del lijkt resultaten op te leveren die aardig oeastem-

men met videometingen. De overeenstemming tussen

model en videometing worden nog beter wanneer we

niet een goede sinusfit bij de metingen opsporesgrm

m.b.v. de modelleeromgeving geschikte parameterwaar

den voor het massa-veer model proberen te vindeor V

de huppende studente in figuur 18 hebben we zo een

prima match tussen model en videometing gevonden di

stand houdt voor negen achtereenvolgende hupjes:

C=19kN/m, v=1,95m «

De stijfheidC stemt overeen met literatuurwaarden [14].

Deze waarden leveren nog meer resultaten op:
w=18,9Hz, t.= 0,19s,t,= 0,40

De som van de contacttijd en de zweeftijd is gedigin

de schredetijd. De simulatie levert een schredetijd van

0,59 s op, hetgeen correspondeert met een hupfrégue

(f=T7")van 1,7Hz.

Videomete

v 08

n - verticaal huppen

# 04 heuphoogte (m)
1.02f sinusfit van heuphoogte (m)

S | T L]
WL | T

0z o
» »

fig. 18 Videoanalye van verticaal huppen.

Het massa-veer model van voorwaarts
huppen

De kroon op ons werk moet de toepassing van het
massa-veer model op voorwaarts huppen worden. Het
model wordt nu tweedimensionaal, dus om te beginnen
wordt het massa-veer model van verticaal huppehetls

ware verdubbeld door naast het viertal grootheden

(y, v, a, Fy) nu ook het viertgx, vy, a, F) in te voe-

ren. Grootheden als snelheid en kracht worden dé&n o
bonden in dex- eny-richting. Een schematische voor-
stelling van dit proces wordt gepresenteerd indiglo.



zweeffase zweeffase

H steunfase H

fig. 19 Massa-veer model van voorwaarts huppen.

Figuur 19 representeert een voorwaarts springende p
massan die ondersteunt wordt door een massaloze veer
met stijfheidC, landingshoeka, verticale landingssnel-
heid-ven horizontale landingssnelheid In vergelij-
king met verticaal huppen zijn er twee conditiggélo-
men: de aangrijpingshoek van het steunbeen bij lan-
ding (plaats) en de aangrijpingshoBlkvan de snelheid

bij landing. Deze aangrijpingshoeken zijn het egnv
digst te definiéren wanneer we het steunpunt tgdde
steunfase als oorsprong van het assenstelsel kigwdn

de positieve x-as in de richting van de voortbewggin

de positieve y-as naar boven gericht, en wanneer we
aannemen dat het lichaam landt op tijd$tip0:

tana = Q)
0

entang = v,
x(0) u
Deze landingshoekesm enf hoeven niet gelijk aan el-
kaar te zijn. Het is niet moeilijk om deze hoekénoyp-
genomen videobeelden te bepalen: de Coach software
levert immers grafieken van plaats en snelheid,rwha
aangrijpingshoeken af te leiden zijn. De hoek veam |
ding t.o.v. de horizontaal is gelijk aan de richtings-
hoek van de snelheid t.0.v. de horizontaal is lgel§ng.
Hierbij moet worden opgemerkt dat de waarden gan
en B in een computermodel bij gegeven waarden van
beenlengte

L =/x(0)? + y(0)* en landingssnelheig(0) =+ u? + V*

niet geheel onafhankelijk gekozen kunnen wordeth, wi
het model de gewenste periodiciteit vertonen. Far s

van rekening zullen hiervoor de afzethoeken gelijk
moeten zijn aan de landingshoeken. Onder deze
omstandigheden geldt voor de conditie voor de
contactfase en dus voor het werkzaam zijn van de

veerkracht:y < Lsina ..

Komen we nu tot de afleiding van de bewegingsverge-
lijking tijdens de steunfase. Voor de totale veackt

geldt volgend de wet van Hookes, =C(L-r), met

veerlengte r ={'x?+y? en veerconstant€. Ontbin-
ding betekent:F, , =F,cosp en F,, =F sing. Dus

geld:F, , = F\,5 enk,, = F\,X . Met andere woorden:
‘ r ‘ r

L L
F,,=CX ——-1|, F =Cy ——-
{VXZWZ ] ’ {sz ]
Hieruit volgt het volgende beginwaardenprobleem
tijdens de steunfase:

"= L X, Y= L - g,
x(0)=-Lcoszr, X(Q=u, y(Q=Lcos , y( P=-v

Dit kan als volgt herschreven worden

W = —aP Xt gA x R I ,
W@x+r—=——=, y=-9g aﬁy—\/m
x(0)=-Lcosa, X(Q=u, y(Q=Lcos , y( p=-v

/X2 +y? !
waarbij

a)vz = E, ws = g, A= a)"z
m L
Het grootste verschil met verticaal huppen is dat d
beenlengte, geparametriseerd Via een serieuze rol
speelt in het modelleren van de beweging van haarw
tepunt tijdens de steunfase.

We zijn nu bijna volledig klaar om een computerniode
voor de voorwaartse hupbeweging in Coach te bouwen.
Eerst moeten we ons nog realiseren dat het zwasattep
bij periodiek huppen tijdens de zweeffase een parab

baan aflegt die start (i.cosa L siro) met een horizon-

tale afzetsnelheid en een verticale afzetsnelheidHet
beginwaardenprobleem is immers voor deze fase:

X"=0, X()=u, x(t)= Lcoxr

y'=-9, Y(t)=v ¥t)= Lsina.
Ten tweede moeten we het probleem van een bewegend
assenstelsel van het ene steunpunt naar het andere
steunpunt oplossen. In een Coach model biedt di fac
teit om een gebeurtenis te implementeren uitkoRlst.
triggerconditie voor landing van de huppende parsoo
kunnen we de volgende Boolse expressie gebruiken:
Y= Yoan €N )/S 0 en x+ Xeart = 0

waarbij startcoordinatem,,,, eny,,, gegeven zijn door

Xstart = —Lcosa en Ystart = L simr

Het idee is dat men start met een codrdinatenstelse
de oorsprong als eerste steunpunt. In de variakele
wordt de huidige waarde van decodrdinaat van de
oorsprong van het bewegende assenstelsel bewadrd. T
kens wanneer de gebeurtenis van landing optreeuditwo
de variabelex, ververst met dex-codrdinaat van het
nieuwe steunpunt via de toewijzing = x+ Lcosa .

Om het massa-veer model op waarde te kunnen
inschatten voor voorwaarts huppen hebben we weer e
video clip opgenomen van dezelfde studente alseeerd
in figuur 18, maar nu met huppen op een gemotadsee
loopband die met een snelheid van 3 km/h beweegt. D
via automatische videometing bepaalde hoogte-tigd g
fiek wordt in figuur 20 getoond. Deze meting woedis
achtergrondgrafiek gebruikt om met vallen en opstaa
geschikte parameterwaarden voor het computermedel t
vinden. Dit is best lastig omdat kleine wijzigingém
waarden al de periodiciteit van de beweging veestor
Maar de beloning is groot: figuur 21 laat zijn dsn
perfecte match bereikt kan worden.



fig. 20 Videoanalye van voorwaarts huppen.

De parameterwaarden zijn dan:

C=28kN/m, u=0,84m s,

v=195m's, L= 0,91m,a= 86,000
Hieruit kunnen de volgende interessante grootheden
afgeleid worden:
w, =23,0Hz, w,=10,8Hz,t,= 0,40st.= O,
In vergelijking met verticaal huppen moet de studsjp
voorwaarts huppen met een gangsnelheid van 3 km/h
een grotere beenstijfheid hanteren. Ook is de reerf
guentiew groter dan voorheen Toch heeft dit weinig of
geen effect op de zweetftijd of de tijdsduur varstiin-

fase. De gangsnelheid is kennelijk nog te langzgam
weest om aanmerkelijke verschillen in het bewegings
patroon ten toon te spreiden. Allen de beenstijfimoet
verhoogd worden om een korte contacttijd te houden.

Ter controle van het model kan men het verloop dan
drie voorkomende energievormen bestuderen. Deae zij
gedefinieerd als:

o E :%m(\é + v:',) kinetische energie

o E,=mg(y- Lsina): gravitatie-energit

o E, :%C(L— r?: veerenergie¢ = O in zweeffas

Bij een correct model is de som van deze energieén
stant in de tijd. In figuur 21 is te zien dat dibft voor

de implementatie van het massa-veer systeem. het x-
diagram rechtsboven laat ook in een oogopslag dan

de gesimuleerde beweging nagenoeg periodiek is. De

grafiek rechtsonder toont een opmerkelijk goedechrat
ing van computermodel met videometing.

oA+ o o\ /oo @B

ax (mfs~2)

&

v mys)

landing

Modelvenster 4 [ |xv diagram van zwaartepunt =% 08
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fig. 21 Coach simulatie van het massa-veer modehearwaarts huppen.

Conclusie

Keren we tot slot terug bij de twee vragen gesielde
inleiding. Hoe eenvoudig of complex moet een deéjigel
model zijn om goed overeen te stemmen met de reali-
teit? Het is frappant dat het massa-veer modelogat
elementaire wis- en natuurkundige principes gebidsee
is zo'n goede beschrijving geeft van springende saeen
lijke gang. Bullimore en Burn [15] bevestigen daet
model goede voorspellingen oplevert voor een groot
aantal gangkenmerken, zoals bijvoorbeeld de tijdsdu
van de steunfase, de verticale impuls en de leragtede

schrede, maar zij merken ook op dat het modell+ege
matig de horizontale grondreactiekracht, de zwjeledtn

de verandering in mechanische energie van het li-
chaamszwaartepunt overschat. De kracht van het wis-
kundige model zit hem overigens voornamelijk in de
mogelijkheden die de onderzoeker geeft om allerei
pecten van springende gangpatronen onder de loep te
nemen zoals stapfrequenties, grondreactiekracktan,
biliteit van gangpatronen en energiekosten van mens
lijke gang. Ook kan men hiermee verschillende prest
ties met elkaar te vergelijken Denk bijvoorbeeld de
recente casus waarin de internationale atletiekdeie



beslissing moest nemen of de paralympisch hardloper
Oscar Pistorius met zijn sprintprothese wel of ciegl
mocht nemen aan de 2008 olympische spelen in Beijin
Biomechanisch onderzoek wees uit dat een sprintpro-
these de gebruiker een aanmerkelijk voordeel liedt.

een atleet die hier geen gebruik van maakt. Vategro
algemeen belang is eigenlijk dat een wiskundig rhode
zoals het massa-veer model kan helpen bij het aanme
van de juiste sportprothese voor een paralympitebta
[16]. Wie toch niet helemaal tevreden is kan altijgh

zijn of haar toevlucht nemen tot aangepaste massa-v
modellen, die zowel voor wandelen als rennen ontwik
keld zijn (zie bijvoorbeeld [17]).

De tweede vraag in de inleiding luidde als volgtink
nen vwo leerlingen zo’n onderzoek ook doen? Uiterv
ringen met pas ingestroomde natuurkundestudenten di
met Mathematicaeen massa-veer systeem succesvol
modelleerden mogen we stellen dat vwo leerlingeh me
grote interesse en bekwaambheid in natuurkunde bet m
delleerproces zeker aankunnen. Maar belangrijker is
naar onze mening dat ook minder getalenteerde leer-
lingen m.b.v. Coach in staat zijn interessant bemgsgy
onderzoek te doen dat dicht staat bij de prakgjk pro-
fessionals. Videoanalyse, metingen met sensoren en
computermodellering maken het mogelijk om experi-
menten en theorie met elkaar in verband te breegen
om lichaamsbewegingen systematisch te onderzoeken e
te vergelijken. Daar komt wis- en natuurkunde by k
ken. Vanuit wiskundig onderwijs bezien geeft de-ana
lyse van de hurksprong een mooi voorbeeld vanester
sante toepassing van de opperviakte onder eennkeom
en van numerieke integratie. Ook kunnen leerliniggn
dergelijke onderzoeken nog veel meer facetten vian w
kunde oefenen en in praktijk brengen: denk bijveett

aan het interpreteren van grafieken, numeriek miffe
tiéren, dataverwerking en regressie. Maar missclien
het allerbelangrijkste van de in dit artikel bessen
mogelijkheden van onderzoek van menselijke gang wel
dat leerlingen op deze manier actief bezig kunrign z
met hun verworven wiskundige en natuurkundige ken-
nis, dat ze vaardigheden kunnen verdiepen en @lat z
direct ervaren dat op het eerste gezicht compléxe s
aties met relatief eenvoudige wis- en natuurkuressius
deerd kunnen worden. Deze exacte vakken gaan niet
alleen over abstracte zaken maar hebben ook cencret
voor leerlingen begrijpelijke en haalbare toepaysm

Met dank aan Maurice Maas (Universitair Sport Cen-
trum, UvA) voor zijn hulp bij de uitvoering van erpe-
rimenten en de deelnemende studenten van de Msster
Mathematics and Science Education opleiding.
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