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Voorwoord

Algebra 1 is het eerste van de drie colleges waaruit het algebra-curriculum aan de Univer-
siteit Leiden bestaat. Met ingang van 2004 maakt dit college deel uit van de geintegreerde
Delfts-Leidse bacheloropleiding wiskunde.

De verdeling van de algebra over drie colleges komt grof gezegd overeen met de tradi-
tionele indeling groepen-ringen—lichamen. Dit correspondeert niet zozeer met een opklim-
mende moeilijkheidsgraad, als wel met een voortschrijdende ‘specialisatie’: een ring is een
groep met een extra bewerking, en een lichaam is een ring met speciale mooie eigenschap-
pen. Deze syllabus, die hoofdzakelijk aan groepentheorie gewijd is, is bedoeld als eerste
kennismaking met de algebra. De vereiste voorkennis is gering, en sommige interessante
voorbeelden van groepen, zoals matrixgroepen over eindige lichamen of fundamentaalgroe-
pen van topologische ruimten, zullen daarom niet of nauwelijks aan de orde komen.

De lezer wordt geacht een idee te hebben van wat een wiskundig bewijs is, in het
bijzonder een bewijs met wvolledige inductie of uit het ongerijmde. Eenvoudige begrippen
uit de verzamelingenleer als injectie, surjectie, bijectie en equivalentierelatie worden zonder
verdere uitleg gebruikt. Lineaire algebra is niet strikt noodzakelijk als voorkennis, maar een
aantal van de voorbeelden en opgaven neemt bekendheid met basisbegrippen als lineaire
afbeelding, matriz en determinant aan.

Een karakteristieke eigenschap van de algebra-syllabi is de grote hoeveelheid opgaven.
Er zijn er meer dan er als huiswerk opgegeven of voorgemaakt kunnen worden, en iedereen
moet voor zichzelf bepalen hoeveel opgaven hij aankan. Het blijkt in de praktijk dat algebra
een vak is waarbij het niet voldoende is een aantal stellingen of trucs uit het hoofd te leren.
Het is meer als met zwemmen: je kunt het niet leren door te kijken hoe anderen het doen,
en als je het eenmaal kunt, begrijp je vaak niet meer wat er ooit zo moeilijk aan was. Het
oefenen van zoveel mogelijk opgaven is daarom essentieel, en de tentaminering bestaat dan
ook voor de helft uit de 4 wekelijks in te leveren huiswerkopgaven—een beproefd middel dat
bovendien de student veel academische vrijheid in de keuze van de opgaven laat. Opgaven
met sterretjes zijn voor wie (nog) meer uitdaging zoekt. Ze vereisen een originele gedachte
of gebruiken ideeén die enigszins buiten de stof vallen.

Deze syllabus bevat meer stof dan er in het college algebra 1 behandeld kan worden.
Paragraaf 7 kan zonder meer worden overgeslagen. Het is mogelijk paragraaf 3 te beperken
tot een behandeling van de orthogonale groep en zijn eindige ondergroepen, en het semi-
directe product uit paragraaf 8 niet te behandelen. De aldus verkregen extra tijd kan dan
besteed worden aan (delen van) de laatste twee paragrafen, die een iets volwassener kijk op
de groepentheorie geven. Weer een andere mogelijkheid is reductie van de getaltheoretische
paragraaf 6 ten gunste van de ‘puur groepentheoretische’ latere paragrafen.

Ter verhoging van de bruikbaarheid als naslagwerk is de syllabus voorzien van een
uitgebreide index.






Algebra I — §1

1 WAT IS ALGEBRA?

Enigszins onzorgvuldig kan men zeggen dat de algebra de ‘wiskundige structuren’ die
ons omringen axiomatiseert en in abstracto bestudeert®. Op de middelbare school, waar
meestal met reéle getallen wordt gemanipuleerd, betekent algebra vaak iets als ‘rekenen
met letters’, waarbij veelvuldig haakjes worden weggewerkt of juist teruggehaald door
‘uitvermenigvuldigen’ dan wel ‘ontbinden’. In de wiskunde komen veel meer interessante
objecten voor dan alleen de re€le getallen en functies daarop, en de algebra die wij
zullen ontwikkelen wil in al deze gevallen toepasbaar zijn. Dit betekent dat de symbolen
waar wij mee zullen ‘rekenen’ niet altijd getallen zullen zijn, maar ook vaak matrices,
meetkundige afbeeldingen, permutaties van verzamelingen, of wat ons ook maar nuttig
lijkt om één of ander probleem op te lossen.

Een wezenskenmerk van de moderne wiskunde is dat zij meestal niet een enkele
functie, matrix of vergelijking bekijkt, maar indien mogelijk in één keer een hele verza-
meling van gelijksoortige objecten. In plaats van functies en matrices komt men daarom
‘functieruimtes’ en ‘matrixgroepen’ tegen; dit zijn grote, vaak oneindige collecties van
functies dan wel matrices met bepaalde gemeenschappelijke eigenschappen—denk bij-
voorbeeld aan verzamelingen van differentieerbare functies of inverteerbare matrices.

De algebra stelt axiomatische regels op voor het ‘rekenen’ met de elementen van
dergelijke verzamelingen. Op het eerste gezicht klinkt dat misschien abstract en dor,
meer als iets voor taxonomen of mensen met boekhoudkundige aspiraties. Het doel
echter van een dergelijke minimalistische aanpak, waarin men uitgaande van een gering
aantal axioma’s interessante resultaten probeert af te leiden omtrent de structuur van
de onderhavige verzameling, is toepasbaarheid en duidelijkheid. De axioma’s die we
in dit college tegen zullen komen zijn dan ook niet toevallige keuzen, maar dienen
om interessante wiskunde te ‘modelleren’. De abstracte wijze waarop we dit zullen
doen heeft grote voordelen: het elimineren van overbodige aannamen en toevalligheden
in een gegeven probleem leidt met geringe aanpassingen vaak tot een transparantere
redenering en een beter begrip van de situatie. Ten slotte, en dat is misschien wel
het belangrijkste, blijkt dat een algemeenheid die men op deze wijze ontdekt ook tot
resultaten leidt in op het eerste gezicht totaal verschillende situaties.

De prijs die men voor de ontdekking van universele waarheden betaalt is de in-
spanning om zich een enigszins abstracte vorm van denken eigen te maken. Dat kost
vaak enige tijd, en men ervaart algebra daarom in het begin soms als ‘moeilijk’. De
geschiedenis heeft echter geleerd dat het verwerven van enige algebraische vaardigheden
ruimschoots de moeite loont, en sinds de dertiger jaren van de vorige eeuw is ‘abstracte
algebra’ een essentieel instrument voor zowel zuivere als toegepaste wiskundigen.

> GROEPEN, RINGEN EN LICHAMEN

In deze syllabus zullen we ons voornamelijk bezighouden met de studie van verzame-
lingen waarop een enkele bewerking gedefinieerd is. De elementen van de verzameling
zijn in den regel getallen, matrices of bepaalde afbeeldingen; de bewerking, die uit twee

1 Zie voor deze en volgende referenties de sectie ‘Literatuurverwijzingen’.



Algebra I — §1

gegeven elementen een derde maakt, is meestal iets als optelling, vermenigvuldiging of
samenstelling. De precieze axioma’s, die we samenvatten door te zeggen dat de verza-
meling in kwestie door de gegeven bewerking tot een groep gemaakt wordt, stellen we
uit tot definitie 2.1 in de volgende paragraaf.

Zoals we aan klassieke voorbeelden als getallen, polynomen en matrices al kunnen
zien, komt het vaak voor dat een verzameling op een natuurlijke manier met zowel een
optelling als een vermenigvuldiging uitgerust is; deze voldoen aan eenvoudige regeltjes
als a(b + ¢) = ab + ac. Dergelijke objecten met twee bewerkingen, die ringen worden
genoemd, komen overal in de wiskunde voor. We definiéren ze al in 6.8, maar stellen
een systematische bestudering uit tot het college algebra 2. In de analyse en de lineaire
algebra populaire voorbeelden van ringen zijn R en C. Hierin kan men behalve optellen
en vermenigvuldigen ook nog eens door alle elementen (verschillend van 0) delen—iets
dat bijvoorbeeld in het geval van ringen van matrices veel minder eenvoudig ligt. Door
deze mooie eigenschap zijn R en C standaardvoorbeelden van een type ringen dat
lichamen genoemd wordt. De theorie van lichamen en de inclusies daartussen heet
Galoistheorie, naar de op jonge leeftijd in een duel gesneuvelde ontdekker? Evariste
Galois (1810-1831). In deze theorie manifesteerde het abstracte concept van een groep
zich het eerst. Men draait tegenwoordig graag de historische volgorde om en bestudeert
eerst abstracte groepen, om deze later in de Galoistheorie op effectieve wijze toe te
passen. Ook wij zullen dat doen. Het blijkt namelijk dat de groepentheorie eenvoudiger
voorbeelden en toepassingen kent dan de Galoistheorie, en dat deze het unificerende
karakter van het groepsconcept duidelijker tot uitdrukking brengen.

In deze inleidende paragraaf zullen we enkele voorbeelden ten tonele voeren die
duidelijk maken waarom de in 2.1 gegeven axioma’s voor een groep nogal voor de hand
liggen: het zijn eenvoudig de regeltjes waar het gros van de voorbeelden aan voldoet.
De voorbeelden geven een goede indruk van wat we in dit vak tegen zullen komen, en
laten zien dat eenzelfde groepsstructuur zich in verschillende gedaantes voor kan doen.

> SYMMETRIEEN VAN DE RUIT

We beginnen met een eenvoudig voorbeeld uit de meetkunde, waarin het fundamen-
tele begrip symmetrie aan de orde komt. Een symmetrie van een vlakke figuur is een
afbeelding van het vlak naar zichzelf die onderlinge afstanden tussen punten bewaart
en de gegeven figuur in zichzelf overvoert. Laten we eens kijken naar de symmetrieén
van de afgebeelde ruit ABCD in het platte vlak R2.

N

Twee symmetrieén springen direct in het oog: de ruit gaat in zichzelf over bij spiegeling

8
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in de x-as of de y-as. Het is altijd zo dat het na elkaar uitvoeren van twee symmetrieén
weer tot een symmetrie leidt: de samenstelling. Het is gemakkelijk in te zien dat de
samenstelling h = s, 0s, van de beide spiegelingen in de coordinaatassen een halve draai
om de oorsprong is. Merk op dat de wolgorde waarin we de spiegelingen samenstellen
er in dit geval niet toe doet. Doordat we de ruit symmetrisch om de oorsprong gekozen
hebben zijn de symmetrieén s, s, en h allen lineaire afbeeldingen van R? naar zichzelf.
Wie van matrices houdt kan ze in matrixvorm representeren als

/10 /=10 (-1 0
==\ 1) T\l 1) “\o -1/

Men kan ook opmerken dat iedere symmetrie van de ruit vastligt door zijn werking op
de hoekpunten, en een notatie voor die werking verzinnen die tot iets leidt als

s = (BD), s,=(AC), h=(AC)(BD).

Het wordt al snel duidelijk dat we uit de drie gevonden symmetrieén geen nieuwe
kunnen maken door samenstelling. Immers, de symmetrieén s,, s, en h zijn van orde 2,
hetgeen betekent dat hun ‘kwadraat’ de identiteit is, de afbeelding die alle punten op
hun plaats laat. Bovendien is het ‘product’ van twee verschillende symmetrieén uit ons
drietal steeds de derde. Als we de identiteit als ‘triviale symmetrie’ meetellen, hebben
we een verzameling van symmetrieén gevonden die gesloten is onder samenstelling van
symmetrieen.

1.1. Stelling. De verzameling Vi = {id, s, sy, h} is de volledige verzameling van
symmetrieén van de ruit ABCD. De drie niet-triviale symmetrieén in V, zijn van
orde 2, en het product van twee verschillende niet-triviale symmetrieén levert de derde.

Bewijs. We moeten alleen nog laten zien dat er geen andere symmetrieén zijn dan de
vier genoemde. Zij dus s een willekeurige symmetrie van de ruit. Omdat s de scherpe
hoek A van de ruit alleen vast kan houden of in de andere scherpe hoek C' over kan
voeren geldt s(A) = A of (sy05)(A) = A. Een symmetrie die A vasthoudt moet ook de
andere scherpe hoek C vasthouden, en dat betekent dat hij 6f de identiteit is, 6f alleen
de stompe hoeken B en D verwisselt en dus gelijk is aan s,. In het geval s(A4) = A
hebben we s = id of s = s, en zijn we klaar. In het geval (s, o s)(A) = A hebben we
syos =1id of s, 05 = s,. In de identiteit s, o s = id kunnen we links en rechts met
s, samenstellen, en wegens s, o s, = id leidt dit tot s = s,. Voor s, 0 s = s, leidt
samenstellen met s, tot s = s, o0 s, = h, de vierde en laatste mogelijkheid voor s. [

Opgave 1. Ga na welke eigenschappen van het samenstellen van afbeeldingen (in het bijzonder met
betrekking tot het ‘verplaatsen van haakjes’) we hier gebruiken.

De verzameling V4 van 4 elementen die we zojuist gevonden hebben bestaat uit een
‘triviaal element’ en drie elementen van orde 2 met de eigenschappen dat het product
van twee van die elementen steeds het derde geeft. Deze ‘structuur’, die ook wel de
viergroep van Klein heet, treedt op allerlei manieren op.
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» REKENEN MODULO 8

We laten zien hoe de viergroep van Klein ook in de getaltheorie optreedt. Ons doel is
om alle gehele getallen = en y te vinden die voldoen aan de vergelijking

(1.2) 322 +2 = ¢*

Meetkundigen herkennen hierin de vergelijking van een hyperbool in het platte vlak
en zeggen dat we kennelijk de punten met geheeltallige coordinaten willen bepalen op
deze hyperbool.

Opgave 2. Teken in het platte vlak R? de kromme met vergelijking 3z2 + 2 = 32.

Door naar de vergelijking te kijken zien we gemakkelijk dat getallen x en y die aan ver-
gelijking (1.2) voldoen 6f beide even, 6f beide oneven zijn. Schrijven we de vergelijking
als 2 = y? — 322, dan wordt duidelijk dat = en y niet beide even kunnen zijn. Immers,
omdat het kwadraat van een even getal deelbaar is door 4 (waarom?) is voor z en y
even het getal y? — 322 deelbaar door 4, en dus niet gelijk aan 2. We blijven zitten met
de mogelijkheid dat x en y allebei oneven zijn.

We passen in het geval dat = en y oneven zijn een handigheidje toe dat wel ‘rekenen
modulo 8 wordt genoemd, en waarover we eerst een stelling gaan bewijzen. We merken
op dat ieder oneven getal bij deling door 8 een rest geeft die gelijk is aan 1, 3, 5 of 7.
Anders gezegd, de oneven getallen vallen uiteen in vier restklassen modulo 8 die we
suggestief aan kunnen geven met 1, 3, 5 en 7. Nemen we nu bijvoorbeeld een element a
uit de klasse 3 en een element b uit de klasse 5, dan is het niet moeilijk uit te rekenen
in welke klasse ab ligt. Immers, indien we a = 8a’ 4+ 3 en b = 80’ + 5 schrijven met a’ en
b" geheel, dan vinden we ab = (8a’ + 3)(8V' 4+ 5) = 8(8a’t’ 4+ 5a' + 3V’) + 15, en dit laat
zien dat ab een 8-voud+15 is; dit is precies hetzelfde als een 8-voud+7, dus ab ligt in
de restklasse 7. Omdat het resultaat er niet van afhangt welk element we precies kiezen
in 3 en 5 zegt men vaak kortweg dat we de klassen 3 en 5 kunnen vermenigvuldigen,
en noteert de hele berekening eenvoudig als 3-5 = 15 = 7.

Op soortgelijke wijze kunnen we elk tweetal restklassen uit de verzameling V, =
{1,3,5,7} vermenigvuldigen. Vermenigvuldiging met 1 verandert een restklasse niet,
dus de klasse 1 gedraagt zich als een soort identiteit. Men zegt wel dat 1 een een-
heidselement is voor de vermenigvuldiging in V,. Voor andere producten vinden we
allereerst

3:3=5-5=7-7T=1,
dus de elementen 3, 5 en 7 zijn elk ‘van orde 2’. De identiteiten
3-5=T1, 3-7T=5 en 5-7=3

laten zien dat het product van twee verschillende klassen in {3,5,7} steeds de derde
klasse oplevert. Dit levert ons de volgende ‘structuurstelling’ voor de oneven restklassen
modulo 8.

10
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1.3. Stelling. De verzameling V| = {1,3,5,7} van oneven restklassen modulo 8 heeft
een natuurlijke vermenigvuldiging. Onder deze vermenigvuldiging is 1 een eenheidsele-
ment en zijn de drie overige elementen van orde 2. Het product van twee verschillende
elementen van orde 2 in V| is gelijk aan het derde element van orde 2. U

We gaan nu terug naar onze vergelijking 3z2 + 2 = y2. Indien = en y oneven zijn, dan
laat de structuurstelling 1.3 zien dat 22 en y? in de klasse 1 zitten. Maar indien 22 in 1
zit, dan zit 322 4+ 2 in 3-1+ 2 = 5. We concluderen dat 322 + 2 niet gelijk kan zijn
aan y2, en dat de vergelijking (1.2) geen geheeltallige oplossingen heeft.

Opgave 3. Laat zien dat de vergelijking 11z2 + 1002 = 87y? geen geheeltallige oplossingen heeft.

Vergelijken we de stellingen 1.1 en 1.3, dan zien we dat V4 en V) kennelijk ‘dezelfde
structuur’ hebben. Nog duidelijker wordt dit als we een vermenigvuldigtafel maken voor
de waarden van de ‘producten’ ab van de elementen uit Vy en V.

al b— | id s sy h alb— |1 3 5 7
id id sy sy 1 1 3 5 7
Sy Sy id h Sy 3 3 1 7 5
Sy Sy h id Sy 5 5 7 1 3
h h Sy S8y id 7 7 5 3 1

De bijectie f : Vy — V] gedefinieerd door id — 1, s, — 3, s, — 5 en h — T heeft de ei-
genschap dat hij de vermenigvuldiging ‘respecteert’. Men noemt zo'n f een isomorfisme
en zegt dat de symmetriegroep Vj en de vermenigvuldiggroep V, isomorf zijn.

> SYMMETRIEEN VAN HET VIERKANT

Een iets ingewikkelder voorbeeld dat in eerste instantie erg lijkt op dat van de ruit
ABCD krijgen we door de ruit tot een vierkant ABCD te deformeren en wederom
te vragen wat de symmetrieén zijn. De symmetrieén in 1.1 zijn natuurlijk ook weer
symmetrieén van het vierkant ABC' D, maar we krijgen er nu meer.

Opvallende ‘nieuwe’ symmetrieén zijn de rotatie r over een kwartslag om de oorsprong,
of de spiegelingen in de lijnen y = x en y = —x. De kwartslag r is een symmetrie

11
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van orde 4: pas na 4 keer toepassen van r krijgen we de identiteit. De ‘driekwartslag’
r3 =roror, die de inverse van r is, is ook een symmetrie van orde 4. De symmetrie
r2, die niets anders is dan h, heeft orde 2. We hebben naast de vier ‘oude’ symmetrieén

uit 1.1 nu vier nieuwe gevonden, te weten r, r3

en de genoemde spiegelingen. Enig
proberen laat al snel zien dat uit deze 8 symmetrieén door samenstellen geen nieuwe

te maken zijn.

1.4. Stelling. De verzameling D4 van symmetrieén van het vierkant ABCD heeft 8
elementen: de 4 rotaties om de oorsprong over veelvouden van 7w/2 en de spiegelingen
in de 4 lijnen die de oorsprong met een hoekpunt of een middelpunt van een zijde
verbinden.

Bewijs. Laat s een symmetrie van het vierkant zijn. Door s met een aantal kwartslagen
samen te stellen kunnen we een symmetrie krijgen die het hoekpunt A vasthoudt. Dan
houdt deze symmetrie ook het hoekpunt C vast—immers B en D liggen dichter bij A
dan C, dus een symmetrie (die afstanden bewaart) kan C daar niet heen sturen. Voor
een symmetrie van het vierkant die A en C' vasthoudt zijn er maar twee mogelijkheden:
de identiteit en de spiegeling s,, die B en D verwisselt. We concluderen dat we s
door samenstellen met een ‘macht’ van r over kunnen voeren in de identiteit of de
spiegeling s,. In het eerste geval is s zelf één van de 4 machten van r, en dus gelijk
aan één van de vier genoemde rotaties om de oorsprong. In het tweede geval hebben
we een identiteit van het type
7 os = s,

waarbij we j € {0,1,2,3} kunnen kiezen. Door links en rechts met een macht van r

samen te stellen kunnen we ervoor zorgen dat links 7% o s = idos = s komt te staan,

k

en dit geeft s = r" o s, voor zekere k. Omdat er voor k weer vier keuzes zijn geeft dit

4 elementen, en de lezer mag nagaan dat dit de 4 genoemde spiegelingen zijn. U

Opgave 4. Een poststempelmachine is een apparaat dat op een lopende band vierkante enveloppen
binnenkrijgt. De ‘behandeling’ van een envelop is het zetten van een stempel in een vaste (rechterbo-
ven)hoek. Tijdens het transport van de envelop op de band kan een robotarm de envelop een kwartslag
met de klok mee draaien of (op één vaste manier) ‘omdraaien’, waarbij de onderkant boven komt.

O

Laat zien dat een postzegel op een normaal gefrankeerde envelop afgestempeld kan worden door de
machine. Hoeveel handelingen van de robotarm zijn maximaal nodig?

Het bewijs van 1.4 laat zien dat we alle symmetrieén van het vierkant kunnen maken
door herhaald samenstellen van r en s,. Men zegt wel dat de groep D4 van symmetrieén
van het vierkant voortgebracht wordt door r en s,.

Een complicatie bij de symmetriegroep D, die zich voor de symmetriegroep Vj
van de ruit niet voordoet is dat de wvolgorde van de samenstelling nu een belangrijke
rol speelt. Zo zijn bijvoorbeeld r o s, en s, or niet dezelfde spiegeling in D4. Wie ooit
met matrices gerekend heeft zal hierdoor niet verrast worden. Wie echter tot dusverre

12
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alleen maar met reéle getallen gerekend heeft moet zich hiervan goed rekenschap geven.
We zeggen wel dat de elementen van r en s, van D4 niet commuteren.

Door de elementen van Dy in de vorm 7's? te schrijven met i € {0,1,2,3} en j €
{0, 1} kunnen we snel elementen in D4 vermenigvuldigen. De rekenregels 7 -ri2 = pirtiz
en si!-sJ2 = 571172 liggen voor de hand. Hierbij nemen we de exponenten respectievelijk
modulo 4 en modulo 2. Het ‘niet-commuteren’ van r en s, wordt uitgedrukt door de
rekenregel

Sgor'=1r""0s8,,

die de lezer bij wijze van oefening af mag leiden uit de relatie (r? o s,) o (r o s,) = id.
(Immers, 7% o s, is een spiegeling en heeft dus orde 2.) Merk op dat de elementen s, en
r?2 = h, die we kennen uit V4, wél commuteren.

2 1

Opgave 5. Schrijf het product sz orosz 0or“or~" o5, in de vorm risgg.

We kunnen de symmetrieén van het vierkant net als voor de ruit ook weer aangeven
door hun werking op de hoekpunten. In de al voor de ruit gesuggereerde cykelnotatie
krijgen we dan

r0 =id = (A) sz = (BD)

r = (ABCD) 705, = 8y—z = (AB)(CD)

r2 = h = (AC)(BD) 1?05, = 8, = (AC)

r3 = =1 = (ADCB) %08, = sy=—y = (AD)(BC).

Binnen een cykel wordt steeds ieder punt door de symmetrie op het volgende punt in de
cykel afgebeeld, en het laatste punt van de cykel op het eerste. Zo staat (ABC D) voor
de permutatie A — B — C — D — A. Punten die vastgehouden worden, vermelden we
niet in de notatie—behalve in het geval van de identiteit, waar we maar (A) schrijven.

> PERMUTATIES VAN 4 ELEMENTEN

De door ons bekeken verzamelingen Vy; en D, kunnen we opvatten als deelverzamelin-
gen van de verzameling 54 van alle permutaties van de vier punten van de verzameling
{A, B,C, D}. Een permutatie van een verzameling is zoals bekend een bijectieve af-
beelding van een verzameling naar zichzelf, en voor de verzameling {A, B, C, D} zijn
er 4! = 24 verschillende permutaties. Met onze zojuist ingevoerde cykelnotatie hebben
we een korte manier om ze op te schrijven.

Opgave 6. Schrijf de 24 elementen van S4 op in cykelnotatie en bepaal hun orde.

De inclusies Vy C D4 C S4 geven aanleiding tot een deelbaarheid van de cardinaliteiten
4, 8 en 24 van de verzamelingen. Verder blijkt de orde van een element in elk van de
verzamelingen Vy, D4 en Sy steeds een deler van het aantal elementen in de verzameling
te zijn. We zullen in 4.8 zien dat het hier algemene eigenschappen van groepsinclusies
en ordes betreft.

Op de verzameling S, hebben we net als op V4 of D4 een natuurlijke samenstelling
van de elementen. Het ‘product’ van twee permutaties is immers weer een permutatie.

13
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We schrijven «a o 8 of kortweg a3 voor de samenstelling van de permutaties o en (3, en
spreken ook wel van het product van a en 3. Merk op dat a8 betekent: eerst 3, dan «
toepassen. Zoals we zagen zijn a3 en fa niet altijd hetzelfde.

Opgave 7. Maak een vermenigvuldigtafel voor D4. Hoe blijkt uit zo’n tafel dat er elementen zijn die
niet met elkaar commuteren?

We merkten al op dat de elementen r = (ABCD) en s, = (BD) alle symmetrieén in
Dy voortbrengen: dit betekent dat iedere symmetrie door herhaald toepassen van r en
s, verkregen kan worden. Men kan zich afvragen of de verzameling S; op soortgelijke
wijze voortgebracht kan worden met een paar elementen; dat is bijvoorbeeld interessant
voor wie een sorteermachine wil bouwen. Er zijn heel veel mogelijke keuzes. Men kan
bijvoorbeeld de transposities in Sy nemen. Dit zijn per definitie permutaties die twee
elementen verwisselen en alle andere op hun plaats laten. Het aantal van dergelijke
elementen in S4 bedraagt (3) = 6.

1.5. Stelling. Zij 0 een permutatie van een eindige verzameling X. Dan is o een
product van transposities.

Bewijs. Noem de elementen van de verzameling 1,2,3,...,n, met n het aantal ele-
menten van X. We voeren het bewijs met volledige inductie naar n. Voor n = 1 is o
de identiteit, en dat is het product van 0 transposities.

Stel nu dat iedere permutatie van een verzameling van n—1 elementen een product
van transposities is. Als voor onze permutatie o(n) = n geldt, dan is o op te vatten
als een permutatie van een verzameling van n — 1 elementen en zijn we klaar. Stel
dus o(n) = k # n. Dan is het product (kn) o o van o met de transpositie (kn) een
permutatie die n op zijn plaats laat (waarom?), en we zagen al dat dit betekent dat
(kn) oo een product van transposities is. Vermenigvuldigen we dit product met (kn),
dan hebben we een product van transposities dat gelijk is aan (kn)o (kn)oo =o. O

Opgave 8. Laat zien dat ieder element van Sy als een product van niet meer dan 3 transposities
geschreven kan worden.

Het voorafgaande bewijs, waarin we niet n = 4 maar willekeurige n namen, laat zien
dat het soms gemakkelijk kan zijn een algemenere uitspraak te bewijzen. Men spreekt
in dergelijke gevallen wel van verzwaarde inductie. Een iets subtieler voorbeeld van dit
fenomeen wordt gegeven in de laatste opgave van deze paragraaf.

> RUIMTELIJKE SYMMETRIEEN

Wij hebben Vy en Dy geintroduceerd als verzamelingen van symmetrieén, en men kan
zich afvragen of de abstracte ‘permutatieverzameling’ Sy van {A, B,C, D} ook zo te
interpreteren is. Met punten in het vlak lukt dat niet zo gemakkelijk, maar heel een-
voudig gaat het met ruimtelijke symmetrieén. Dergelijke symmetrieén, die meestal iets
moeilijker te visualiseren en te classificeren zijn dan vlakke symmetrieén, worden uit-
gebreid bestudeerd in de kristallografie. De optredende symmetrieverzamelingen heten
kristallografische groepen.

14
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Als we de punten A, B, C, D als hoekpunten van een tetraéder nemen treedt Sy op
als de verzameling van symmetrieén van de tetraéder. Immers, omdat iedere symmetrie
eenduidig bepaald is door zijn werking op de hoekpunten vormen de symmetrieén van
de tetraéder een deelverzameling van S;. Omdat samenstellingen van symmetrieén
weer symmetrieén geven is het vanwege stelling 1.5 voldoende te laten zien dat de
transposities als symmetrieén optreden.

B

D

Om bijvoorbeeld de transpositie (AB) te maken neemt men het vlak dat de zijde AB
loodrecht middendoor deelt. Omdat de driechoeken ABC en ABD gelijkzijdig zijn liggen
C en D in dit vlak. Spiegelen we nu in dit vlak, dan krijgen we de symmetrie die A en
B verwisselt en C' en D op hun plaats laat.

Het tetraédervoorbeeld laat zien dat we met ‘abstracte argumenten’ over permu-
tatieverzamelingen iets meetkundigs kunnen bewijzen over de symmetrieén van een
tetraéder. Wie niet van dergelijke indirecte manieren houdt mag natuurlijk ook probe-
ren zich voor te stellen welke ruimtelijke transformatie bijvoorbeeld de hoekpunten A,
B, C, D verwisselt in een 4-cykel (ABCD).

OPGAVEN.

9. Het symmetrisch verschil van twee verzamelingen A en B is gedefinieerd als
AAB=(AUB)\ (ANB).

7Zij X een verzameling met twee elementen, en V de collectie van deelverzamelingen
van X. Laat zien dat V een verzameling van 4 elementen is, en dat deze verzameling
onder de bewerking A de structuur van een viergroep van Klein krijgt.

10. Laat zien dat de verzameling van gehele getallen die niet door 2 of 3 deelbaar zijn uit-
eenvalt in vier restklassen modulo 12. Is de natuurlijke vermenigvuldigingsstructuur op
deze vier klassen die van de viergroep van Klein?

11. Laat zien dat de verzameling van gehele getallen die niet door 5 deelbaar zijn uiteenvalt
in vier restklassen modulo 5. Is de natuurlijke vermenigvuldigingsstructuur op deze vier
klassen die van de viergroep van Klein?

12. Laat zien dat de vergelijking 3z + 2 = y* geen oplossing heeft met 2 en y oneven door
x = 2a+1en y = 2b+ 1 te schrijven en een pariteitsargument te gebruiken. (Een
pariteitsargument is een net woord voor een ‘even-oneven-beschouwing’.)

13. Definieer V4 en VJ als in de stellingen 1.1 en 1.3. Laat zien dat er 6 verschillende isomor-
fismen V4 — VJ bestaan.

15
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14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

*21.

22.

23.

24.

*25.

*26.

16

Geef de matrixrepresentaties voor de elementen van D4. Geeft dit een snelle manier om
elementen in D4 te vermenigvuldigen?

Bepaal de verzameling van symmetrieén van een gelijkzijdige driehoek in het vlak. Com-
muteren deze symmetrieén onder samenstelling?

Kan elke permutatie van {A, B, C, D} ook gemaakt worden uit de transposities (AB),
(BC) en (CD)? Of uit de transpositie (AB) en de 4-cykel (ABCD)? Hoeveel vermenig-
vuldigingen zijn er in deze gevallen maximaal nodig?

Bepaal de deelverzameling van Ss die voortgebracht wordt door de acht 3-cykels in Sj.
*Kun je bewijzen dat je antwoord correct is?

Bestaat er een vierhoek ABCD in het vlak met Sy als verzameling van symmetrieén?

Zij n > 2 een geheel getal. Laat zien dat de verzameling van symmetrieén van een
regelmatige n-hoek rond de oorsprong in het vlak uit 2n elementen bestaat: de n rotaties
om de oorsprong over veelvouden van 27/n en de spiegelingen om de n lijnen die de
oorsprong met een hoekpunt of een midden van een zijde verbinden.

Laat zien dat de verzameling van symmetrieén van de eenheidscirkel in het vlak bestaat
uit de rotaties om de oorsprong en de spiegelingen in de lijnen door de oorsprong.

Kan de verzameling in de voorafgaande opgave worden voortgebracht met een eindig
aantal symmetrieén?

Bepaal de verzameling van symmetrieén van het onderstaande (oneindige) ruitjespatroon.

Laat zien dat de verzameling met drie spiegelingen kan worden voortgebracht.

Laat zien dat er precies 48 ruimtelijke symmetrieén zijn die een gegeven kubus in zichzelf
overvoeren. Commuteert ieder tweetal van deze symmetrieén?

Laat zien dat de vergelijking 552° 4+ 3 = > geen geheeltallige oplossingen heeft.
[Hint: kijk naar restklassen modulo 7 of 9.]

Bewijs dat de vergelijking 322 + 2 = y? geen rationale oplossingen heeft.
[Hint: laat zien dat de enige geheeltallige oplossing van de vergelijking 3z2 + 22% = 3°

gegeven wordt door (z,y, z) = (0,0,0).]

(Puzzeltje na de jaarwisseling....) Bewijs dat de vergelijking

1 1 1 1 1
— =+ — 4.+ +
XI1 T2 T3 2007 L2008

=1

maar eindig veel oplossingen in positieve gehele getallen x; heeft.
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2 PERMUTATIEGROEPEN

De verzamelingen V4, D, en S4 uit de vorige paragraaf zijn concrete voorbeelden van
groepen, die we nu algemeen zullen definiéren. We gaan vervolgens in enig detail in op
het belangrijke voorbeeld van de permutatiegroep.

» DE GROEPSAXIOMA’S

Een bewerking of compositievoorschrift op een verzameling G is een afbeelding

GxG —dG

(a,b) — aob,

oftewel een functie die aan elk geordend paar (a, b) van elementen uit G een compositie
of samenstelling aob van a en b in G toevoegt. In plaats van ‘o’ kan men elk willekeurig
symbool gebruiken om a o b aan te geven, bijvoorbeeld a x b of a#b. Omdat echter
geen enkel belang gediend is bij het gebruik van exotische symbolen schrijven we vaak
eenvoudig ab voor a o b, en noemen de samenstelling van a en b het product.

Een eenheidselement of identiteit voor een bewerking op G is een element e € GG
met de eigenschap dat voor alle a € G de gelijkheden eoa = aoe = a gelden. Merk op
dat er slechts één zo’n element kan zijn: als e1, eo € G beide eenheidselement zijn, dan
geldt e; = e 0ey = e5.

2.1. Definitie. Een verzameling G voorzien van een bewerking o heet een groep als
aan de volgende drie voorwaarden is voldaan.

(G1) G bevat een eenheidselement e voor de bewerking o;

(G2) voor elk drietal elementen a,b,c € G geldt de associatieve eigenschap

ao(boc)=(aob)oc;
(G3) voor elk element a € G bestaat er een element a' € G met
aoal =aloca=e.

Het element af in (G3), dat de inverse van a wordt genoemd, is uniek bepaald door a.
Immers, als a' en a* beiden inversen zijn van a € G, dan geldt wegens (G1) en (G2)

aT:aToe:aTo(aoa;t):(aToa)oai:eoaizai.

We kunnen in het vervolg dus verder spreken van de inverse van een element, net als
we het eenheidselement in de groep hebben.

De groepsazioma’s (G1), (G2) en (G3) in 2.1 zijn zo gekozen dat veel ‘natuurlijke
voorbeelden’ eraan voldoen. De lezer kan bijvoorbeeld nagaan dat hieronder in het
bijzonder de voorbeelden Vy, D4 en Sy uit de vorige paragraaf vallen.

Opgave 1. Vormt de verzameling R van reéle getallen een groep onder optelling? En onder verme-
nigvuldiging?

17



Algebra I — §2

In de multiplicatieve notatie voor de groepsbewerking, die we in deze paragraaf zullen
gebruiken, noteert men de inverse van a als a~!. Men schrijft a™ voor een product
aoao...oa van n factoren a, en a~" voor het n-voudig product a=*oa=to...0a" 1.
Merk op dat het vanwege de associatieve eigenschap (G2) niet nodig is haakjes te zetten
in een meervoudig product: de uitkomst hangt daar niet van af.

Men definicert a® = e voor alle a € G, zodat voor alle m,n € Z de identiteit

m+n geldt. Algemener is het handig om een product met nul factoren, het

ama" = a
lege product, per definitie gelijk te nemen aan het eenheidselement e.

Een product ajasas...a, van n elementen a; € G wordt wel geschreven als
[T;, a;- De wolgorde van de factoren in zo'n product is belangrijk: het product ab
is niet in het algemeen gelijk aan ba. Als dit wel zo is zeggen we dat a en b com-
muteren. Voor niet-commuterende elementen a en b kunnen (ab)”™ = ababab...ab en
a™b™ =aaa...abbb...b totaal verschillend zijn.

Groepen waarin alle elementen met elkaar commuteren heten abelse groepen, naar

de Noorse wiskundige Niels Henrik Abel? (1802-1829).
Opgave 2. Laat zien dat de inverse van het product ab van twee elementen a en b gelijk is aan
(ab)~t =b"ta" L.

Deze ‘sokken-en-schoenenregel’ zegt dat als je het aantrekken van sokken en schoenen ongedaan wilt
maken, je eerst schoenen en dan sokken uit moet trekken: de omgekeerde volgorde.

> ORDES VAN GROEPEN EN ELEMENTEN

Het aantal elementen van GG, dat zowel eindig als oneindig kan zijn, heet de orde van G
en wordt aangegeven met #G. De triviale groep, die alleen uit een eenheidselement
bestaat, heeft orde 1 en is daarmee de ‘kleinst mogelijke groep’. Notatie: G = 1.

De orde van een element a € G is het kleinste positieve getal n waarvoor a™ = e
geldt. Bestaat zo’n n niet, dan zeggen we dat de orde van a oneindig is. In een eindige
groep hebben alle elementen eindige orde. Er geldt de volgende preciezere uitspraak.

2.2. Propositie. Zij G een groep en a € G een element.
1. Als a oneindige orde heeft, dan zijn alle elementen in de rij (a*)rcz van positieve
en negatieve machten van a verschillend.
2. Als a eindige orde n heeft, dan zijn er precies n verschillende machten van a, en
de rij (a*)xez van machten van a is periodiek met periode n.

Bewijs. Stel dat er twee verschillende waarden ¢, € Z bestaan, zeg ¢ > j, waarvoor
a’ = a’ geldt. Vermenigvuldig dan links en rechts met a=7, dan volgt a7 = a/~7 =
a® = e, dus a heeft eindige orde. Dit bewijst (1).

Heeft a eindige orde n, dan laat bovenstaand argument zien dat de machten a’
voor ¢ = 0,1,2,...,n — 1 allemaal verschillend zijn. Omdat voor i € Z de gelijkheid
a’t" = a'a™ = a'e = a’ geldt is de rij van machten van a periodiek met periode n en
zijn er precies n verschillende machten. 0
Een element a € G van eindige orde heet ook wel een torsie-element: de machten van a
‘draaien in een kringetje rond’. In een eindige groep zijn alle elementen torsie.

n—

Opgave 3. Welke macht in het rijtje e, a,a?,...,a” ! is de inverse van a?
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In de voorbeelden in de vorige paragraaf hebben we veelvuldig gebruik gemaakt van
de drie groepsazioma’s (G1), (G2) en (G3). Zoals de bewijzen van 1.1, 1.4 en 2.2 laten
zien gebruiken we ze vaak in de vorm van de equivalentie

(2.3) ar =b<=r=0a"'b

voor elementen a, b, x € G. Deze equivalentie stelt ons in staat om bij een identiteit in
een groep elementen naar de andere kant van een gelijkheid te transporteren. Wat we
in feite doen—en dat is het bewijs van (2.3)—is links en rechts vermenigvuldigen met
hetzelfde groepselement. Vermenigvuldigen we in de identiteit ax = b aan beide kanten
van links met het element a~!, dan zien we dat a='(az) = (e 'a)z = ex = z gelijk
is aan a~1'b. Omgekeerd volgt uit de identiteit z = a~'b door linksvermenigvuldiging
met a de identiteit ax = b.

Uit (2.3) lezen we af dat de afbeelding A, : G — G gegeven door = — ax, de
linksvermeniguuldiging met a € G, bijectief is: voor elke b € G is er een uniek element
x € G die door linksvermenigvuldiging met a op b wordt afgebeeld. De inverse van deze
afbeelding wordt gegeven door linksvermenigvuldiging met a~!, en wegens (G2) geldt

Aa © Ay = Agp.

Opgave 4. Bewijs de equivalentie za = b <= = = ba~!. Concludeer dat de rechtsvermenigvuldiging
z — za met a € G een bijectie pg : G — G geeft. Bewijs: pg 0 pp = ppa-

> PERMUTATIEGROEPEN

Alle in de vorige paragraaf optredende groepen bestaan uit bijecties van één of andere
verzameling naar zichzelf. In de rest van deze paragraaf kijken we naar het ‘standaard-
voorbeeld’ van de groep van alle bijecties van een verzameling naar zichzelf.

2.4. Stelling. Zij X een verzameling. Dan is de verzameling S(X) van bijecties
X — X met als bewerking de samenstelling van afbeeldingen een groep.

Bewijs. Merk eerst op dat een samenstelling van twee bijecties X — X weer een
bijectie geeft. Om (G1) te bewijzen merken we op dat de identiteit id x zich inderdaad
als identiteit gedraagt met betrekking tot de compositie: f oidx = idx of = f voor
alle f € S(X). De associatieve eigenschap is in dit geval een algemeenheid over het
samenstellen van afbeeldingen. Er geldt namelijk voor elk drietal afbeeldingen

X1L>X2i>X3L>X4

tussen verzamelingen de identiteit ho (go f) = (hog)o f. Nemen we X; = Xy = X3 =
X4 = X, dan krijgen we eigenschap (G2) voor S(X). De inverse f~! van een bijectie
f € S(X) is de inverse afbeelding in de zin van de verzamelingentheorie, die precies
gedefinieerd is door eigenschap (G3): fo f~! = f~lo f =idx. O

De groep S(X) in 2.4 is een zeer algemeen voorbeeld van een groep, want zoals de
stelling van Cayley in 5.8 laat zien is iedere groep G op te vatten als een groep van
bijecties van G naar zichzelf.
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De groep S(X) behorende bij een verzameling X heet® de permutatiegroep of sym-
metrische groep op X. In het geval dat X een eindige verzameling van n elementen
is geven we deze groep aan met S,. De verzameling S, van permutaties van de ver-
zameling {A, B, C, D} in de vorige paragraaf is inderdaad de permutatiegroep S4 op
4 letters. Zoals we al zagen is de orde van deze groep gelijk aan 4! = 24. Algemener
heeft de permutatiegroep S,, orde n!. Immers, voor een bijectie van een verzameling
van n elementen naar zichzelf heeft men voor het beeld van het eerste element n mo-
gelijkheden, daarna voor het beeld van het tweede element nog n — 1, voor het derde
nog n — 2, en zo verder tot er voor het n-de element nog maar 1 mogelijkheid is. Dit
geeft n(n —1)(n —2)...2-1 = n! mogelijkheden.

Opgave 5. Laat zien dat S, niet abels is voor n > 3.

» CYKELNOTATIE

In de vorige paragraaf introduceerden we een cykelnotatie voor de elementen van Sy,
die in het gebruik aanzienlijk praktischer is dan het geven van een complete lijst van
originelen en beelden. Een element o € S(X) heet een k-cykel of cyclische permutatie
van lengte k als er k verschillende elementen x1,x9,...,2x € X bestaan zo dat o
de identiteit is op X \ {x1,x9,...,2k} en op {1, zo,..., 2} werkt als de cyclische
verschuiving

] — T2 — X3 — ... — L1 — Tk

T

We noteren zo'n element als 0 = (x1 z2 x3 ... xp_1 k). Deze notatie is slechts

éénduidig op cyclische verschuiving na, omdat bijvoorbeeld (z; x2 z3) en (xo x3 1)
dezelfde permutatie aangeven. Een 1-cykel is hetzelfde als de identiteit id x.

Twee cykels (x1 z2 x3 ... Tp—1 x) en (x] x5 x4 ... z,_; ;) in S(X) heten
disjunct als geen enkel element x; gelijk is aan een :cg Merk op dat disjuncte cykels
altijd commuteren.

Voor X = {A, B,C, D} gebruikten we in onze inleidende paragraaf al de volgende
intuitief duidelijke stelling.

2.5. Stelling. Zij X een eindige verzameling. Dan is iedere permutatie o € S(X) te
schrijven als een product van disjuncte cykels.

Bewijs. We voeren het bewijs met inductie naar n = #X. Voor de triviale groep S
is er niets te bewijzen. Immers, het eenheidselement is wegens onze afspraak over lege
producten gelijk aan het product van nul disjuncte cykels. (Wie zich daar ongemakkelijk
bij voelt kan het eenheidselement ook als een 1-cykel schrijven.) De stelling is in ieder
geval correct voor n = 1.

Neem aan dat de stelling waar is voor verzamelingen met minder dan n elemen-
ten, en neem een permutatie o € S(X) voor een verzam