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Samenvatting

Een dobbelsteen is een object met een zeer grote symmetriegroep.
Bij het werpen van een homogene dobbelseen is de kans voor elke
zijde om boven te komen even groot. Als de symmetrie edter wordt
gebroken zijn de kansen niet mea gelijk.

Dit onderzoek betreft modellen met een minimaal aantal parame-
ters van zeszjdige dobbelsgenen met gebroken symmetrie. Hiervoor
wordt gebruik gemaakt van het maximale-entr opie-beginsel. Het blijk t
mogdijk om modellen te maken uitgaande van dit principe. Het blijk t
dat om een goedekansverdeling te verkrijgenin de meeste gevallen vier
of vijf statistische gegewvens van dobbelsteerworpen nodig zijn.
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1 Inleidi ng

Entropie en informatie zijn onlosmalelijk met elkaar verbonden. Voor elk
systeemdat informatie bevat kan een ertr opie gedebPreerd worden. De en-
tropie is de hoeveelheidinformatie die in het systeemzit. Claude E. Shannon
debnierdeertropie als volgt:

| n | n

HEX) = padlogy(os) = ple) l0g, () ()

Zo kunnen we bijvoorbeeld een munt omhoog gooien waarbij zovel de
kopzijde als de muntzijde boven kan komen. Als we niets weten is de beste
aannamedat de kansop beidemogelijkhedenevengroot is. In dit geval is de
ertropie maximaal: het systeembevat ved informatie. Als we editer weten
dat bijvoorbeeld een kant van de munt zwaarder is, dan neent de kans dat
de anderezijde bovenop komt toe. We weten dus al meerover het systeem
en het heet ons minder te vertellen. Het zou edtiter ook kunnen dat door
eenvreemdeonbekendeinvioed het van te voren zeker is dat de munt met
de muntzijde boven komt. In dit geval weten we alles van tevoren en geeft
het systeemons geeninformatie: de entropie is minimaal. De ertr opieis dus
eensymmetrische functie rondom B, = Py, Z0als te zienin bguur 1.

Y,
1.0 -
=05+
T
0 : |
0 0.5 1.0

Figuur 1: Grabekvan de entropie als functie van de kans dat de muntzijde
boven komt.

In dit project kijkenwe naar dobbelstenen,platonische lichamen met aan
elke zijde een nummer. Na het werpen komt slechts een nummer ObvenO
liggen. De kans dat een bepadde zijde boven ligt is bij een homogene dob-
beldeen gelijk voor elke zijde. Als er ethter ongelijkhedenzijn, wordt deze
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symmetrie gebroken. De kans wordt dan afhankelijk van welke zijde het
betreft en de dobbelgee krijgt als symmetriegroep eenondergoep van de
groep voor eenhomogenedobbelsteen.

Wij hebben modédlen gema&t van dobbelgenen met onregelmaigheden
die de symmetriebreken. Uitgaandevan het maximale-erntropie-beginsd heb-
benwe modellengemaakt om met zo min mogelijk gegeensde kansverdeling
van een dobbelsteente kunnen voorspellen.

Het project bestad uit vier onderdelen:

1. Er wordt gekeken naar het verband tussen entropie en informatie, het
maximale-entro pie-beginselen het debnierenvan entropiefunaies voor
perfecte en imperfectedobbelgenen.

2. Aan de hand van de symmetrie begnsden worden imperfectiesgeclas-
sibcerd als eenvorm van symmetriebreking Dit is in detail uitgewerkt
voor de gewone dobbeldeen.

3. Het bouwen van een Oeent generdorOdie worpen genereertvoor dob-
belgenen met gegeen kansen en data teruggedt in de vorm van ge-
middelden.

4. Gebruikmakend van de data uit de evernt generata en het maximale-
ertropie-beginselwordt vervolgensanaytisch en numeriek de kans\er-
deling van een aantal imperfectedobbelstenengemalelleerd.



2 Entropie en informatie

2.1 Eenheid van inform ati e

Entropie en informatie zijn twee termen die onlosmalelijk met elkaar ver-
bondenzijn. In 1948 vond C.E. Shannon [1] een algemene uitdruk king voor
de informatietheorie waarbij hij al opmerke dat dezeveel weghedt van de
ertropiefundie van Boltzmann.

Dezefunctie is een logaritmische functie waarbij het afhangt van de een-
heid welk grondgetal er gebruikt wordt. OBinandigitsQbeter bekendals bits)
gebruken bijvoorbedd het grondgetal 2, maar OdecimaligitsQ(dets) gebruikt
het grondgetd 10. Daaruit volgt dat log, M = log,, M ll”jg((12°)) " 3,32log,, M
en zie je dat 1 decimaldigit ongewergelijk is aan 3% bits.

2.2 Info rm ati efuncti e

C. E. Shannm vroeg zich in 1948 af hoe een bron mathematisch bestireven
kan wordenen hoewveelinformatie eris gepraduceerd in eenbron. Een belang-
rijk punt hierin is de besdikbare kennis die je van de bron hebt, bijvoorbeeld
de kansen van symbolen die je verstuurd.

In eentaal bijvoorbeeldworden reeksen letters verstuurd enin het Neder-
lands is de kans op een E veelgroter dan die van Q. Door deze versdiillende
kansenzit erin eenbepadde reeksletters minder informatie dan alsde kansen
gelijk waren. Hier kan gebruik van gemaakt worden om dezlfde informatie
met minder eenhederover te dragen. Zo wordt bij Morsecale de E een. en
de Q wordt - - . -.

Een bron maakt eenset symbolen met eenbepaaldewaarsdijnlijkheid.
Dit geldt voor een taal, maar ook voor eendobbelsteen. Een dobbelsteen
heet de getallenset{1,2,...,6} met bijbehorende kansen {p, ps, ..., ps}. Bij
eennormale dobbelsteenis elke p; gelijk aan % enin dit gewal is de informatie
van het systeemmaximaal.

Stel {p1, p2, ..., pn} IS €enset met kansen behorend bij bepadde gebeur-
tenisser. Kun je dan bij eenmeting iets zeggenover eeninformatiefunctie
H(p1,p2,...,pn)? Dat kan met de volgenderedelijke, zo niet noodzakelijke
condities:

1. H cortinu is voor alle p;.
2. alle p; gelijk zijn (p; = %), danis H monaoom stijgend.

3. eenkeuz wordt afgebrden in twee succesulle keuzes,dan is H de
somvan de individuele HOsH (x,y) = H(z) + H,(y), waarbij H(z,v)
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de gezamenlijle ertropie (&jint ertropyO)is en H,(y) de conditio nele
ertropie (Oonditional entropyO).

1/2 " 1/2
1/3
2/3
1/6 1/2 Y3
1/31/6

Figuur 2. Kansboom van het voorbeeld.

Eenvoorbeeldvan regel(3) is p; = 3, p» = 5 enp; = + voor de situaties
1, 2 en 3. Elke kans kan afzanderlij k besdhiouwd worden, maar situatie 2 en
3 kunnen ook samen als een situatie O2f 3Gyezien worden, waarop de kans
dan gelijk is aanp, + p; = 1. De situatie Of 3Ckan weer verdeeldworden
in situatie 2 met een kans van § situatie 3 met eenkansvan % Uiteindelijk
volgt dan uit regel (3) dat:

111 11 1 21

PP I R L )

Voor de laatste H staat eenfactor % omda dit gebeurt in de helft van de
gewallen. Hoe ziet H er dan uit?

Laat H(+,~, .-, =) = A(n). Uit de derde conditie volgt dat door de
juiste keuze s™ afgebroken kan worden tot een serievan m met s gelijke
kansen,dus A(s™) = mA(s). Zo kan ook A(t") = nA(t). We kiezeneenn
en zoeken eenm zodat geldt:

STH T # s 3

Neemhiervan de logaitmes en deel vervolgensdoor n log(s):

m ,, log(t)
# n ~ log(s)

n " log(s)

(4)

TR 1 of
n n
waarbij e ergklein is. H is monaoom stijgend, dus A(n) ook endus met (3):

A(s™) # AE™) # A(s™ (5)
mA(s) # nA(t) # (m+ 1)A(s) (6)



VervolgensdelennA(s):

A(t) m . 1 m A(t) "

(3) # — E Of "E ' A(s) n< € (7)
..A(t) Iog(t) B

T (S) log(s ) <2 A(t) = Klogt (8)

Waar K positief moet zijn om nog aan de tweedeconditie te voldoen. Stel
dat we nu eenkeuzehebben uit n mogelijkheden met de kansen p; = Pn_m
waar de n; integers zijn. We kunnen  n; mogelijkheden afbreken naar n
mogelijkheden met de kansenpy, ps, ..., p, endan kan er dus eenkeuzeworden
gemankt van n; met gelijk e kansen. Met beml%van de derdeconditie krijgen
we eenuitdrukk ing voor de totale keuzevoor  n;:
| |
Klog( mn)=H (1'91, e Dn) tEp log(n;) )

H= K( lpilog(' n) ! pilog(n.)
-1 K pimg(#"—in): | K pilogp;  (10)

Uit dez set met condities volgt dus:

IN
H="1k pi log(p;) (11)

=1

waarbij de k£ eenbepaalde constante is die in de meeste gevallen gelijk aan
1 wordt gesteld. Dezefunctie is de algemene functie voor informatie en het
komt oveeen met de entropiefundie van Boltzmann. We kunnen zeggendat
H="kEk f;lpi log(p;) de informatie van de set kansen{pi, p2, ..., pn} iS.
Laten we eenvoorbedd van informatie met grondgetal 2 van eenzeszijdige

dobbelsteengeven. We nemeneerst een perfede dobbelstean waarbij p; =
1 — 1.

N 6
1o R | 1.,
H=1  plogp)=!  log(g)="!log(z)" 26 (12)
=1 =1
Een dobbelsteenmet anderekansen, bijvoorbeeld {1—0, o lio, 0 E, E} heet

eeninformatie van

16
L plog,(p) = ! (1g100(0) + Tsl0g, () 24 (19

=1

H



De informatie is dus afgenomen. De informatie kan je dus interpreteren als
volgt: Hoe hoger de informatie, hoe minder je weet over het systeem. Later
wordt de log van de informatie functie vervangen door In oftewel eenlog met
grondcetal e, dit zodat het rekernwerk verder@ (bij de modeloptimalisatie)

iets simpeler wordt.



3 Symmetriegroepen van plat onische dobb el-
stenen

3.1 De norm ale kubisc he dobb elsteen

De symmetriegioep van een object bestada uit alle rotaties die je op het
object kan uitvoeren zonder dat het object daarbij eenandere vorm in de
ruimte inneent. Een groep wordt genoeerd als G = {g;} waarbij G de
groepis en g; de elemerten waarbij i van 1 tot het aantal elemenen N loopt.
Een tweedimensionde driehoek hedt een symmetriegoep die bestaa uit
drie elementen, eenrotatie over 120 graden, eerije over 240 graden en een
rotati e over 360 graden, ofwel geenrotatie. Dit laatste OtivialeOelemert
wordt de eenheidgenoemd, en vaak aangegeven met e. Het aanwezig zijn
van het triviale elemen is eenvan de eisen waar een symmetriegroep aan
moet voldoen, voor de eenheid geldt:

€g; = gi€= g; (14)

Als tweedemoet het resultaat van twee elemerten gelijk zijn aan het resultaa
eenenkdl (ander) elemert van de groep:

9192 = g3 (15)

91,92$G%93$G (16)

Een derde belangijk e conditie is het begaan van inverse elemetten, die de
actie van een bepaaldelemen teniet doen.

g9 ' =g g=e (17)
Als we bij een dobbelsteen stellen dat het numme op een zijde geen
invioed heeft op de symmetrie (en we in feite kijken naar een O&leCkubus)
bevat de symmetriegroep maar liefst 24 elemerten. In fysisde zin vormen
deze24 elemenen niet alleende 24 rotaties die men kan doen op dobbelsteen,
maar ook de 24 versaillende orientaties die eendobbelsteen bezt. Het aantal
orientaties komt direct naar vorenuit het feit dat er zesmanierenzijn om een
bepadde zijde ObvenCie kiezen waarna er nog vier mogelijkh eden zijn om de
zijde OworQe kiezen. Bij de 24 rotaties wordt de dobbelsteengercteerd om 13
versaillende assen,er zijn 3 viervoudigeassen (over 90°), 4 drievoudigeassen
(over 120°) en 6 tweevoudige ass@ (over 180°). Dezeassenstaan afgebeeld
in Figuur 3.
De symmetriegroep van de dobbelsteen is de zogenaande Orthogonale
groepenwordt aangegvenmet O. Ondanks dat dezegroep vaak de kubische
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Figuur 3: drie asen met vier rotaties, vier assenmet drie rotaties en zes
assenmet twee rotaties

groep wordt gencemd, is er een scalaaan platonische lichamendie dezdfde
symmetriegoep hebben. Een opmerkelijk voorbeeld hiervan is de octagon,
de 8-zijdige broer van de kubus.

3.2 Ondergroepen

De symmetriegtoep van eendobbelsteenkan worden gebrdken door een on-
regelmdigheid in te voeren. Je kunt hierbij denken aan eenproductiefout of
eenkwaadwillende casino-eigenar. Stel dat we eenplakje van de onderzijde
van eendobbelsteen afzagenen vervangen door eenmetalen plaatje. Dan is
elke rotatie die de onderzijde naar een anderekant roteert niet langer geldig.
De overige rotaties (in dit gewal de rotaties om de verticale rotatieas) vor-
men samen eenondergroep. Voor een completetabel met de groepen en de
bijb ehorendeelementen zie bijlage 1.

Een ondergoep moet zoals elke groep voldoen aan de egder genem-
de drie condities. De kleinste ondergoep is de groep die enkel bedaat uit
de eenhéd en waarbij alle symmetrien zijn gebrden. Ondergroepen komen
voor in versaillende socorten en maten, en het komt vaak voor dat een grote
ondemgroep andere, kleinere ondergroepen geheel omvat. Zo bevat de tetra-
hedrde groep (met 12 elemerten) maar liefst vijf versaillende ondergroepen,
waarvan de grootste op zijn beurt nog eens drie kleinere groepen omvat.

Met behulp van dez relaties tussensubgraepen kan een OgreperboomO
(zie Fig. 3.2 wordengemaak. In eendergelijk e groeperboom staat de groot-
ste groep bovenaan, met aftakking naar al zijn directe ondergoepen (diege-
ne die niet worden omvat door een andereondergroep) die wee aftakkingen
hebben naar hun directe ondergrogpen. Onderaan de boom komen alle af-
takkingen samenbij de triviale groep, met als enigeelanent de eeheid.
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0(24)

4 x D3(6) 3 x D4(8) T(12)

3 x C4(4) C2°(4) 3xC2°(4)

4 x C3(3) 3 xC2(2) 6 x C2(2)

e(l1)

Figuur 4: Groeperboom van de groep Sy

3.3 Kansv erdeling

In veelgevallen heeft het brekenvan de symmetriegroep van een dobbelsteen
naar eenkleinere ondergoep als gewlg dat de kanswverdeling veranderd. Bij
eenperfede dobbelsteen met eenvolledigesymmetriegroep is de kansp; dat
eenbepaalce zijde boven komt te liggenvoor elk nummer gelijk dankzij de
rotati es die elke zijde kunnen laten overgaan in eenandere. Er geldt dus:
P1=DP2=DP3=PpPa=P5s= Pe= 1-

Bij de meeste ondergoepenis hier edhter geensprake van. Neem bijv oor-
bedd de eerdergenoemde dobbelsteenmet het metalen plaatje. Hier zijn
alleenrotaties die de zijkanten van de dobbelsteenin elkaar laten overgaan;
de overige twee vlakken blijven onder elke rotatie stationair. In plaats van
een enkele kans die geldt voor elke zijde is er sprake van drie versaillende
kansen,een voor de zijkanten, eenander voor de bovenkant en eenlaatste
voor de onderkant: p; = qi, p2 = pP3 = ps = ps = ¢ €N pg = ¢3. Over
het algemea geldt dat eendobbelsteenmet veelonregmatigheden ook veel
versdillende kansenkert. Zie bguur (3.3) voor eencompleetoverzicht van
kans\erdelingen bij de behorendesymmetriegroepen.

11



0(24) ql ql ql ql ql ql
T(12) ql ql ql ql ql ql
D4(8) g2 ql gl gl gl g2
D4(8) gl g2 gl gl g2 ql
D4(8) ql ql g2 q2 ql ql
D3(6) gl ql gl gl gl ql
D3(6) gl ql ql ql gl ql
D3(6) gl ql gl gl gl ql
D3(6) gl ql ql gl gl ql
C273(4) g2 ql ql gl gl q2
C273(4) gl q2 ql ql g2 ql
C273(4) ql ql q2 q2 ql ql
C2"3(4) gl q2 a3 g3 g2 ql
Ca(4) g2 ql gl gl gl a3
Ca(4) gl q2 ql ql g3 ql
C4(4) ql ql q2 a3 ql ql
C3(3) gl ql ql g2 g2 q2
C3(3) gl ql g2 gl g2 g2
C3(3) gl g2 g2 gl gl g2
C3(3) gl q2 ql g2 gl q2
C2(2) gl q2 q3 g3 g2 ql
C2(2) gl q2 g3 g3 g2 ql
C2(2) gl g2 g3 g3 g2 ql
C2(2) gl q2 g3 g3 g2 ql
C2(2) gl q2 q3 g3 g2 ql
C2(2) ql q2 a3 a3 a2 ql
C2(2) g3 ql g2 g2 gl q4
C2(2) gl a3 g2 g2 q4 ql
C2(2) gl q2 g3 q4 g2 ql

Figuur 5: Kanswerdeing voor de versdillende ondergoepen van de orthogo-
nale groep.
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4 Het analytische model

4.1 Inl eiding

De bedoeling van het onderzeek is om uiteindelijk een model van eendobbel-
steente maken aan de hand van een minimale setgegeensvan gegenereerde
dobbelsteenvorpen. Dit model is gemaakt aan de hand van de informatie-
functie en bijbehorendevoorwaarden, door een Lagrangiaan op te stellen
waarmee het maximum van de informatiefunctie binnen de voorwaarden be-
rekend kan worden.

Met de voorwaarden (constraints) blijft er eenruimte van mogelijk e op-
lossingenover. Omdat het systeemnaar een maximale informatie zoekt, is
de meestwaarsdijnlij ke oplossinghet maximum van de informatiefunctie.

Dit probleem kan op twee manieren berekend worden, namelijk analy-
tisch en numeriek. Doordat er steeds meer beperkende voorwaarden aan
het probleemworden toegewegd wordt het steedslastiger een oplossing te
vinden.

4.2 Beperkende voorwaarden

Er zijn beperkendevoorwaarden nodig om elke kansvan alle zijden van een
dobbelsteenvast te leggen. Hoe meervoorwaarden er gebruikt worden, des
te meea de kansen vast komen te liggen. Het maximale aantal beperkende
voorwaarden dat nodig is is gelijk aan het aantal zijden van de dobbelsteen.
De eerstevoorwaarde is de meesttriviale, namelijk dat de somvan alle kansen
bij elkaar 1 is, als je met eendobbelsteenwerpt komt er altijd wel eengetal
boven. De voorwaarde ziet er dan als volgt uit:

IN
pi=1 (18)

=1

De p; in dezeformule is de kans van de zijde i, in totaal zijn er N zijdes, de
totale kans van alle zijdes bij elkaar is 1, bij eendobbelsteenis N dus zes.
Om de voorwgarde in de Lagrangiaan in te voeren moet het omgestireven
wordentot A( filpi! 1), X is eenonbekendeparameter die aan het systeen
wordt toegewegd en is later nodig voor het opschrijven van de vergelijking
van de p;. Vervolgensworden de anderevoorwaarden gemakt aan de hand

van de eerstevoorwaarde. De tweedevoorwaarde ziet er als volgt uit:

I N

i=1
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De I aan het eind van de formule staat voor de gemiddeldewaarde, dei staat
voor de zijdes met bijb ehaende kansenp;. Een simpel voorbeeld hiervan is
bijvoorbeeldde perfede dobbelsteen,namelijk: 3+ 2+ 2+ 2+ 2+1= 1= 35,
Om de overige voorwaarden te maken wordt er telkenseeni toegevoegd
in de som, zodat de zesdevoorwaarde er als volgt uit ziet:
!N
i5pi = I (20)

=1

waarin I; bij een normale dobbelsteende waarde £ + 2 + £ + £ 4 3 4
© = 2083 5 heeft.

4.3 Analyt ische oplossing
4.3.1 Een beperkende voorwaarde

Bij de eerstebeperkende voorwaarde wordt er alleen gewerkt met de infor-
matie functie en de wetenstap dat de som van allg kansen gelijk aan 1 is.
Zoals al vermeld is, ziet die voorwaarde er uit als = Y p; = 1 en dezezal
dan bij de Lagrangiaan toegevoegd worden. De Lagrangiaan krijgt dan de

vorm:
IN IN

L(pi, A) = ! piln(p) ! A pi! 1) (21)
=1 =1
om vervolgenshet maximum te berekenendient mende Lagrangiaan partieel
te di! erentierennaar p; en A en dezevervolgensgelijk aan O te stellen. De
vergelijkingen zijn dan:

M:! In(p;)! 1! X=0 (22)
Ip;
‘ IV
0L ) -7y 120 (23)
oA i
uit vergelijking (22) volgt dan dat p; eruit ziet als eene madt:
L in(p) =1+ X & p;=e 0V (24)

wat hierbij opvalt is dat er geeni afhankelijkheid in de som zit, dus krijgen
we p; = constant = p gn dezep; vullen we vervolgensin (23) en doordat we
kunnen sdrijv en dat Z.A;lp = Np volgt hieruit:

1
N

p= pi (25)
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De conclusiebij een beperkende voorwaarde is dus dat de optimale keuze
van de p; gelijk is aan % en bij eendobbelgeen dus gelijk aan % omdat
een dobbelsteen zes zijJden heeft. Dit is echter geen verrassed resultad,
aangeziende informatie maximaal is bij gelijke kansenen de voorwaarde

heet er voor gezogd dat de sam van alle kansen gelijk is aan 1.

4.3.2 Twee beperkende voorwaarden

De tweedebeperkendevoorwaarde zorgt daarentegen voor mea problemen.
Het begnt weea met het opstellenvan de Lagrangiaan en partieel dile ren-
tierennaar p;, A\; en \:

IN | N | N
L(pi, A1, A2) = ! piln(p) ! M( p! P Xo( dipi! 1) (26)
=1 =1 =1
OLWuN) _y np) 1t 10 A1 Mi= 0 27)
Ip;
L(v: IN
O N _ "y 1= ¢ (28)
2N i=1
oL(pi, ) _ '
— = = 2
EIW ip; 0 (29)

=1
In dit gewl kunnen we een algemeneoplossing van p; opsdirijven aan de
hand van (27)

Din(p) =1+ M+ Xoi &  p; = e~ (IHM+Xi) o i = e P (30)

De laatste formule hier van p; is de algemenevorm van hoe dez eruit ziet.
Nu kunnen « en G berekend worden uit de vergelijkingen (28) en (29).

Iy N
aePP=1 en ae Pii=T (31)
i=1 i=1

Deze vergelijkingen zijn op te losseé doordat deze sommen uitgestireven
kunnen worden als volgt:

I N N

: B a(g™ ! 1)

=TT (32)
=1

v a! [a+ (N! D]V N rq(l! ¢V 1)

(a+ kr)g* = T AR (33)

k=0
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Hieruit volgt vervolgensdat « uit te drukkenisin 3

ef1 1
&7 BINTD | B (34)

Door dezefunctie in het resultaat van (33) te stoppen krijg je eenfunctie
afhankelijk van 3, N en|.

/= (' 1+ e P)(e P! e PN+ e PNHD( 14+ e P)N)

@' e P)2(l e F+ e BWHD) (35)
Dezeformule kan vervolgensvereenvoudigd worden tot de vergelijking:
1 N
=gt N e o (36)

Dezeformule lijkt vrij simpel, maar is echter eengroot probleem. We weten
dat N = 6 voor een dobbelsteen,dus dan kont er in deze functie eenzesde
madt in voor. Daardoor blijkt dat e niet in @en keer uit te rekenenis en
wordt er gebruik gemaakt van ¢’ = 1+ 3+ %—2 (' 1 < g < 1) envanaf de
derdeterm wordt het weg gelaen, andersis het berelenenalsnagy erg lastig.
Hierdoor komt (36) er als volgt uit te zien:
1 1
I= ——+ 6+ ——— 37
B+ %) B+ %) )

Dezeformule werkt alleen als 7 > 3,5 dus wordt er ook nog een formule
opgedeld voor I < 3,5. Wat opvalt is dat als 5 = 0 ingevuld wordt dat er
dan eenprobleemontstaat, maar we weten dat e~? dan 1 wordt en dus alle
p; gelijk zijn aan « en dus alle kansen gelijk zijn dus moet het gemiddelde
dan wel 3,5 zijn. Voor I < 3,5 hebben we echter:

1 6
I= g — 1 6+ o — (38)
-8ty ' 1-65+C)2
Vervolgenskan hieruit 5 opgelost worden voor | > 3,5 1 = 35enl < 3,5

Daarna worden dezewaarden ingevuld in (34) en dan kunnen de waarden
voor . en 3 ingewld worden in (30).

42! 7' 5 28521 72] + 5]2

I>35: = 611 32 (39)
I=35: =0 o (40)
7! 7[+ 5 17+ 2]+ 5]2
[<35: f= 5716 (41)
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Deze formules kloppen niet helemaa vanwege de vereewoudiging die ge-
maakt wordt, maar een betere oplossing lijkt niet mogelijk te zijn in dit
gewal. De derde beperkende voorwaarde lijkt vooralsnag niet oplosbaa te
zijn.

Op bijlage 2 zijn de analytische waarden van I (I,,)vergelelen met de
ingewerde /. Hieruit blijkt dat de anaytische oplossing niet helemaad een
goed antwoord gedt. De aanname die gemaakt is, geldt als! 1 < g < 1en
zods uit de tabel blijkt zitten de waarden van 5 ook tussen! 1 enl. Eris
dus bij het oplosseniets verkeerd gegan. Om na te gaan of de derdeterm,
die door de vereervoudiging niet is meggenomen,eensignibPcant versadil had
gemakt staat dezein de laatste kolom van de tabel. Dezekolom geeftde
fout aan die je zou verwachten, maar kenndijk ligt het niet alleen aan de
benaderingdie gedaan is, maar is er nog iets fout gegan.

Wat wel klopt is dat de som van alle kansen 1 is in alle gewllen, maar
door afronding in de tabel kan het zo zijn dat het optellen van alle p; niet
1 geeft. Ook zien we dat het verschil tussen I en [,, steedsgroter wordt
naarmate het gemiddeldemee afwijkt van de eerlijke dobbelsteen,dus met
eencorrectietermis [,,, aan te passerwaardoor dezewel overeenkomt met /.

17



5 Numeriek e berekening

5.1 Toepassingen

Voor verschillende doeleindenwordt gebruik gemaakt van computerprogram-
maOsTeneerstemoetenwe eenaantal OwrpenCkunnengenererermet vooraf
bepadde kansen (evert generdor). Tentweeale moetenwe de parametersdie
in onzevoorwaarden worden gebruikt uit eenreeksworpen kunnen halen en
tot slot moeten we natuurlijk op grond van de parameters kansenkunnen
uitrekenen.

OnzeprogrammaQzgijn gestirevenin C. Voor het maken van plots wordt
gebruk gema&t van GNUplot en de gplot-library van Maurits Wijzenbeek
en Eric Hennes

5.2 Het genereren van worpen

Voor het geneerenvan worpen hebben wij eencomputerprogramma geschre-
vendat als input vraagt om de (relatieve) kans van elke zijde, het aantal te
genererenworpen en de bestandsnam voor de output. Van de gegeen
kansenwordt een array met cumulatieve kansengemakt en voor elke worp
wordt eenwillekeurig getd tussen0 en 1 gekozen. Vervolgenswordt per zijde
het willekeurige getal vergele&ken met de cumulatieve kansvoor die zijde. De
eerstezijde die voldoet, is de geworpen zijde.

De willekeurige getallen komen uit /dev/random, de standaard pseido-
random number generabr (PRNG) van UNIX-systemen. Op het gebruikte
platform maakt dezegebmik van het Yarrow-algoritme (Kelsey et al., 1999
[3]. Dit gedt voor onsvoldoendewillekeurige getallen.

Na het genererenvan de worpen geeft het programma de n°-madits ge-
middelden [; tot en met I;. Dezeworden berekend tijdens het genereren
van de worpen. De n®-madts gemiddelden kunnen worden gebruikt bij het
modelleren. Daarnaast hebben wij eenprogramma gesdreven

De broncaode van het programma gendice is te vinden in bijlage 4.

5.3 Num erieke berekening van de kansen

In de numerieke berekening moet worden voldaan aan de zelfde Lagrangiaan
met de zelfde algemeneoplossingswrmen als in de analytische berekening.
Nu wordt het maximum editer numeriek benaderddoor it eratief de waarden
van parameters aan te passenom de afwijking kleiner te maken dan een
bepadde grenswaarde.
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5.3.1 Twee beperkende voorwaarden

Het eenvoudigste geval is wederan de sit uatie met tweebeperkendevoorwaar-

den. De oplossingenvoldoen hierbij aan formule (30), met de voorwaarden

(28) en (29). We beginnenonzebenadering van de oplossing met de Oeerlijgd
dobbelsteen,«w =  en 3 = 0. Daarna passenwe stapsgewijs § aan in de

juiste richting volgens:

Brs1 = B+ I—Ik (42)

Hierbij is 5, de tweedeparameter uit de algemeneoplossng voor iteratie
k, I, is de gemiddeldeworp van de oplossinguit de huidige iteratie en [ is
het gemidddde zoals ingewoerd. Na elke stap berekenenwe o rechtsreeksuit
de sam van de kansen voor o = 1.

Voor de meestegelkozenwaardenvan I geefthet programmabinnenenkele
tientallen it eraties een oplossng waarvoor I minder dan 10~1° af ten opzidchte
van de gekozenwaarde. Een tabel met oplossingenvoor 2.5 < I < 4, 5iste
vinden in bijlage 3.

1

Kans (zijde) +
! =0.0866 Continue kansverdeling
" =-0.1746

pl=0.1031
p2 =0.1227
p3 =0.1461
p4 =0.1740
p5 = 0.2072
06 - p6=0.2468

08 -

Kans

04 |

02

Zijde

Figuur 6: Grabekvan de meestwaarsaijnlijk e kansverddling als alleen be-
kendis dat de gemiddeldeworp I 4 is.

5.3.2 Meer beperkende voorwaarden

Met meer dan twee beperkende voorwaarden wordt de algemeneoplossing
groter. Als we zesvoorwaarden nemen, bestaande uit de triviale eisdat de
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somvan de kansenl is en vijf gegeen n°-madts worpgemiddelden/,,, dan
krijgenwe de Lagrangiaan uit vergelijking (43), analoog aanvergelijking (26)
voor tweevoorwaarden.

IN IN IN IN
L=1 piln(p) ! A pt DY X ip ! L)Y X iPp! D)
=1 =1 =1 =1
IN | N | N
b Pl ) A( dtp! L) X ipi! I) (43)

i=1 =1 =1

Om de meestwaarsdijnlijke oplossingmet de gegven parameterste be-
reiken zoeken we wederam het maximum van de Lagrangiaan. Dit blijkt van
de vorm (44), een verdere generdisatie van vergelijking (30) voor mee voor-
waarden. Met minder voorwaarden kunnenwe e@n of meer van de parameters
Ao t/ m \g O stellen.

e el+)\1+)\2i+/\3i2+)\4i3+)\5i5+)\6i6 (44)

We berekenendit numeriek door middd van de Gradientmethode. Deze
werkt alsvolgt. We nemenbeginvaarden voor de \;-parameters,in onsge\al
de oplossingvoor een eerlij ke dobbelsteen. Vervolgensberekenenwe de afge-
leide van de de Lagrangiaan naar alle \;-parameters. We trekken nu van elke
parameter een parameter-afhankelijke constarte maal de afgeleideaf. Dit
herhden wij totdat de gemiddelden/, minder dan eengekozen grensfacto
afwijken van de ingewerde waarden.

LN (X)) = L) (45

De constante moet positief zijn, maar kleiner dan 1. In ons gewal blij kt
dat dezein de beginsituaie kleiner dan 0,00001 moet zijn voor de drie
lagere-orde-parameters en kleiner dan 0,000001 voor de drie hogere-orde-
parameters. Als hier niet aan is voldaan worden de parametersbinnen enkele
iteraties oneindig, omdat de correctieterm zo groot wordt dat de afgeleidein
de volgendeiteratie groter wordt.

Bij elke iteratie wordt elke afgeleide vergelelken met de dezelfdeafgeleide
in de vorige iteratie. Als het versadil minder is dan eenzekere grenswaarde
wordt de stapgrootte voor die parameter verkleind.

De broncade van het programmanumeric is te te vinden in bijlage 6.
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T
Kans (exact) +
Kans (2 vw)
Continue kansverdeling (2 vw——
Kans (3 vw)
08 Continue kansverdeling (3 viv

06

Kans

04 |

Ziide

Figuur 7: Vergelijking van eentwee-en drie-voorwaarden-madel bij eensterk
onregelmatige dobbelsteen.

6 Conclusie

In dit onderzeek zijn de mogelijke symmetriegroepen van zezijdige dobbel-
stenenmet evertuele onregelmatigheden in kaart gebradt.

Het blijkt mogelijk anaytisch eenmodel te maken met twee beperkende
voorwaarden. Er is ethter wel sprake van eengrote fout voor sterk asym-
metrische dobbelstenen(20% bij 7 = 2,50). Deze is niet te verklaren uit de
benaderingdie is toegepast.

Een model met een derde beperkende voorwaarde blijkt anaytisch niet
te berekenen. Numeriek is dit wel mogelijk. Het programma kan rekenen
met maximaal zes voorwaarden. Het blijkt edter dat in de meestesitua-
ties met minder dan zesvoorwaarden (vijf n°-madits gemiddelden) de mees$
waarsdijnlijk e kanswerdelingzeersterk afwijkt van de daadwerkelijke kansen.
Het gebruik van alleen n®-madtsparameters als beperkende voorwaarden is
dus vermoeddijk niet de bede werkwijze om eenmodel met zo min mogelijk
parameterste maken.

Daarnaast blijkt de kwaliteit van het model ongeatit het aantal parame-
ters zee sterk af te hangenvan de precide waarmee de parametersberelend
worden. Voor een model met twee beperkende voorwaarden bleek dit geen
probleem te vormen. Echter, voor meerderevoorwaardenwerd het moeilijker
eengoed modd te produceren.
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7 Discussie

Om het gedragg van dobbelstenenbeter te modelleren moeten geometrisdie
eigensbappen in het model worden meegenmen. Dit kan in de vorm van
extra beperkendevoorwaarden. Vervolgenszou dan een vergelijk end onder-
zoek kunnenworden gedaan naar de complexiteit van diverse modellen door
eenextra term meete nemenin de Lagrangiaan die het aantal parameters
meeneet. Zodoendekan een model met eenkleiner aantal parameterseen
grotere ertropie worden toegekend, waarmeehet als eenbeter model wordt
gekwalibceed. Hierbij zou bijvoorbeeldgebruik gemaak kunnenwordenvan
de methode Ominimim description lenghO(J. Rissanen, 1979 [4].

Een vervolgonderzaek zou bovendien ook modellen kunnen maken van
dobbelstenenvan andere vormen, zoals de tetraeder, de octaeder, de dode-
caederen de icosaeder.

Voor het maken van betere modellenis in elk geval verder onderzak en
meertijd nodig.
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Bijl age 2: Tabel analyti sche waarden

RS

n

Ian

103

: P1 P2 Ps3 P4 Ps Ps Pi 32
2.50| 0.1770 | 0.2960 | 0.248| 0.208| 0.174| 0.146| 0.122| 0.102| 1 | 2.9933| -0.4933| 0.059
2.55| 0.1636 | 0.2843 | 0.241| 0.205| 0.174| 0.148| 0.125| 0.107| 1 | 3.0304| -0.4804 | 0.055
2.60| 0.1509 | 0.2735 | 0.235| 0.202| 0.174| 0.150| 0.129| 0.111| 1 | 3.0658| -0.4658| 0.050
2.65| 0.1389 | 0.2635 | 0.229| 0.200| 0.174| 0.151| 0.132| 0.115| 1 | 3.0996| -0.4496| 0.046
2.70| 0.1275 | 0.2543 | 0.224| 0.197| 0.173| 0.153| 0.134| 0.118| 1 | 3.1318| -0.4318| 0.042
2.75| 0.1166 | 0.2458 | 0.219| 0.195| 0.173| 0.154| 0.137| 0.122| 1 | 3.1627| -0.4127| 0.039
2.80| 0.1063 | 0.2378 | 0.214| 0.192| 0.173| 0.155| 0.140| 0.126 1 3.1922| -0.3922 | 0.035
2.85| 0.0964 | 0.2304 | 0.209| 0.190| 0.173| 0.157| 0.142| 0.129| 1 | 3.2204| -0.3704| 0.032
2.90| 0.0870 | 0.2235| 0.205| 0.188| 0.172| 0.158| 0.145| 0.133| 1 | 3.2475| -0.3475| 0.029
2.95| 0.0780 | 0.2170 | 0.201| 0.186| 0.172| 0.159| 0.147 | 0.136| 1 | 3.2734| -0.3234| 0.026
3,00| 0.0694 | 0.2110 | 0.197| 0.184| 0.171| 0.160| 0.149| 0.139| 1 | 3.2983| -0.2983| 0.023
3.05| 0.0611 | 0.2053 | 0.193| 0.182| 0.171| 0.161| 0.151| 0.142| 1 | 3.3222]| -0.2722| 0.020
3.10| 0.0532 | 0.2000 | 0.190| 0.180| 0.170| 0.162| 0.153| 0.145| 1 | 3.3451| -0.2451| 0.018
3.15| 0.0456 | 0.1949 | 0.186| 0.178| 0.170| 0.162| 0.155| 0.148| 1 | 3.3671| -0.2171| 0.015
3.20| 0.0383 | 0.1902 | 0.183| 0.176| 0.170| 0.163| 0.157| 0.151| 1 | 3.3883| -0.1883| 0.013
3.25| 0.0313 | 0.1857 | 0.180| 0.174| 0.169| 0.164| 0.159| 0.154| 1 | 3.4087| -0.1587| 0.010
3.30| 0.0246 | 0.1815 | 0.177| 0.173| 0.169| 0.164| 0.160| 0.157| 1 | 3.4283| -0.1283| 0.008
3.35| 0.0181 | 0.1775| 0.174| 0.171| 0.168| 0.165| 0.162| 0.159| 1 | 3.4472| -0.0972| 0.006
3.40| 0.0118 | 0.1737 | 0.172| 0.170| 0.168| 0.166| 0.164| 0.162| 1 | 3.4655| -0.0655| 0.004
3.45| 0.0058 | 0.1701 | 0.169| 0.168| 0.167| 0.166| 0.165| 0.164| 1 | 3.4830| -0.0330| 0.002
3.50 0 0.167 | 0.167| 0.167 | 0.167 | 0.167| 0.167| 0.167| 1 35 0 -
3.55| -0.0058 | 0.1633 | 0.164| 0.165| 0.166| 0.167| 0.168| 0.169| 1 | 3.5170| 0.0330 | -0.002
3.60| -0.0118 | 0.1599 | 0.162| 0.164| 0.166| 0.168| 0.170| 0.172| 1 | 3.5345| 0.0655 | -0.004
3.65| -0.0181 | 0.1564 | 0.159| 0.162| 0.165| 0.168| 0.171| 0.174| 1 | 3.5528| 0.0972 | -0.006
3.70| -0.0246 | 0.1528 | 0.157| 0.160| 0.164| 0.169| 0.173| 0.277| 1 | 3.5717| 0.1283 | -0.008
3.75| -0.0313 | 0.1491 | 0.154| 0.159| 0.164| 0.169| 0.174| 0.180| 1 | 3.5913| 0.1587 | -0.010
3.80| -0.0383 | 0.1454 | 0.151| 0.157| 0.163| 0.170| 0.176| 0.183| 1 | 3.6117| 0.1883 | -0.013
3.85| -0.0456 | 0.1416 | 0.148| 0.155| 0.162| 0.170| 0.178| 0.186| 1 | 3.6329| 0.2171 | -0.015
3.90| -0.0532 | 0.1378 | 0.145| 0.153| 0.162| 0.170| 0.180| 0.190| 1 | 3.6549| 0.2450 | -0.018
3.95| -0.0611 | 0.1338 | 0.142| 0.151| 0.161| 0.171| 0.182| 0.193| 1 | 3.6778| 0.2721 | -0.020
4,00| -0.0694 | 0.1298 | 0.139| 0.149| 0.160| 0.171| 0.184| 0.197 1 3.7017| 0.29828| -0.023
4.05| -0.0780 | 0.1257 | 0.136| 0.147 | 0.159| 0.172| 0.186| 0.201| 1 | 3.7266| 0.3234 | -0.026
4.10| -0.0870 | 0.12158| 0.133| 0.145| 0.159| 0.172| 0.188| 0.206| 1 | 3.7525| 0.3475 | -0.029
4.15| -0.0964 | 0.1173 | 0.129| 0.142| 0.157 | 0.173| 0.190| 0.209| 1 | 3.7796| 0.3704 | -0.032
4.20| -0.1063 | 0.1130 | 0.126| 0.140| 0.155| 0.173| 0.192| 0.214| 1 | 3.8078| 0.3922 | -0.035
4.25| -0.1166 | 0.1086 | 0.122| 0.137 | 0.154 | 0.173| 0.195| 0.219| 1 | 3.8373| 0.4127 | -0.039
4.30| -0.1275 | 0.1042 | 0.118| 0.134| 0.153| 0.173| 0.197| 0.224| 1 | 3.8682| 0.43184| -0.042
4.35| -0.13892| 0.0997 | 0.115| 0.132| 0.152| 0.174| 0.200| 0.229| 1 | 3.9004| 0.4496 | -0.046
4.40| -0.1509 | 0.0951 | 0.111| 0.129| 0.150| 0.174| 0.202| 0.235| 1 | 3.9342| 0.4658 | -0.050
4.45| -0.1636 | 0.0904 | 0.107| 0.125| 0.148| 0.174| 0.205| 0.241| 1 | 3.9696| 0.4804 | -0.055
4.50| -0.1770 | 0.0857 | 0.102| 0.122| 0.146| 0.174| 0.208| 0.248| 1 | 4.0067| 0.4933 | -0.059




Bijl age 3: Tabel numer ieke waarden (twee voorw aarden)

l ! P1 P2 P3 P4 Ps Ps Pi | lhum
2.50 | 0.371049| 0.503607| 0.34749| 0.23977| 0.16545| 0.11416| 0.07877| 0.05435| 1 | 2.500000
2.55| 0.349568| 0.477021| 0.33630| 0.23709| 0.16714| 0.11784| 0.08307| 0.05857| 1 | 2.550000
2.60 | 0.328605| 0.451955| 0.32537| 0.23425| 0.16864| 0.12141| 0.08741| 0.06293| 1 | 2.600000
2.65| 0.308113| 0.428286| 0.31472| 0.23127| 0.16994| 0.12488| 0.09176| 0.06743| 1 | 2.650000
2.70 | 0.288048| 0.405905| 0.30432| 0.22815| 0.17105| 0.12824| 0.09615| 0.07208| 1 | 2.700000
2.75| 0.268371| 0.384714| 0.29416| 0.22492| 0.17198| 0.13150| 0.10055| 0.07688| 1 | 2.750000
2.80| 0.249045 | 0.364627| 0.28424| 0.22158| 0.17273| 0.13465| 0.10497| 0.08183| 1 | 2.800000
2.85| 0.230039| 0.345565| 0.27455| 0.21813| 0.17331| 0.13769| 0.10940| 0.08692| 1 | 2.850000
2.90| 0.211319]| 0.327460| 0.26508| 0.21459| 0.17371| 0.14062| 0.11384| 0.09215| 1 | 2.900000
2.95| 0.192858| 0.310247| 0.25583| 0.21096| 0.17395| 0.14344| 0.11828| 0.09754| 1 | 2.950000
3.00| 0.174629| 0.293870| 0.24678| 0.20724| 0.17403| 0.14615| 0.12273| 0.10307| 1 | 3.000000
3.05| 0.156605| 0.278277| 0.23794| 0.20345| 0.17396| 0.14874| 0.12718| 0.10874| 1 | 3.050000
3.10 | 0.138764| 0.263421| 0.22929| 0.19958| 0.17372| 0.15121| 0.13162| 0.11457| 1 | 3.100000
3.15| 0.121081| 0.249260| 0.22083| 0.19565| 0.17334| 0.15357| 0.13606| 0.12054| 1 | 3.150000
3.20 | 0.103535| 0.235754| 0.21257| 0.19166| 0.17281| 0.15581| 0.14049| 0.12667| 1 | 3.200000
3.25| 0.086105| 0.222867| 0.20448| 0.18761| 0.17213| 0.15793| 0.14490| 0.13295| 1 | 3.250000
3.30| 0.068771| 0.210568| 0.19657| 0.18351| 0.17131| 0.15993| 0.14930| 0.13938| 1 | 3.300000
3.35| 0.051513| 0.198825| 0.18884| 0.17936| 0.17036| 0.16180| 0.15368| 0.14596| 1 | 3.350000
3.40 | 0.034311| 0.187610| 0.18128| 0.17517| 0.16926| 0.16355| 0.15803| 0.15270| 1 | 3.400000
3.45| 0.017146| 0.176899| 0.17389| 0.17094| 0.16803| 0.16517| 0.16237| 0.15961| 1 | 3.450000
3.50 | 0.000000| 0.166667| 0.16667| 0.16667| 0.16667| 0.16667| 0.16667| 0.16667| 1 | 3.500000
3.55 | -0.017146| 0.156892| 0.15961| 0.16237| 0.16517| 0.16803| 0.17094| 0.17389| 1 | 3.550000
3.60 | -0.034311| 0.147554| 0.15270| 0.15803| 0.16355| 0.16926| 0.17517| 0.18128| 1 | 3.600000
3.65 | -0.051513| 0.138634| 0.14596| 0.15368| 0.16180| 0.17036| 0.17936| 0.18884| 1 | 3.650000
3.70 | -0.068771| 0.130114| 0.13938| 0.14930| 0.15993| 0.17131| 0.18351| 0.19657| 1 | 3.700000
3.75| -0.086105| 0.121978| 0.13295| 0.14490| 0.15793| 0.17213| 0.18761| 0.20448| 1 | 3.750000
3.80 | -0.103535| 0.114210| 0.12667| 0.14049| 0.15581| 0.17281| 0.19166| 0.21257| 1 | 3.800000
3.85| -0.121081| 0.106797| 0.12054| 0.13606| 0.15357| 0.17334| 0.19565| 0.22083| 1 | 3.850000
3.90| -0.138764| 0.099724| 0.11457| 0.13162| 0.15121| 0.17372| 0.19958| 0.22929| 1 | 3.900000
3.95 | -0.156605| 0.092979| 0.10874| 0.12718| 0.14874| 0.17396| 0.20345| 0.23794| 1 | 3.950000
4.00 | -0.174629| 0.086551| 0.10307| 0.12273| 0.14615| 0.17403| 0.20724| 0.24678| 1 | 4.000000
4.05 | -0.192858| 0.080428| 0.09754| 0.11828| 0.14344| 0.17395| 0.21096| 0.25583| 1 | 4.050000
4.10| -0.211319| 0.074599| 0.09215| 0.11384| 0.14062| 0.17371| 0.21459| 0.26508| 1 | 4.100000
4.15 | -0.230039| 0.069056| 0.08692| 0.10940| 0.13769| 0.17331| 0.21813| 0.27455| 1 | 4.150000
4.20 | -0.249045| 0.063787| 0.08183| 0.10497| 0.13465| 0.17273| 0.22158| 0.28424| 1 | 4.200000
4.25| -0.268371| 0.058786| 0.07688| 0.10055| 0.13150| 0.17198| 0.22492| 0.29416| 1 | 4.250000
4.30 | -0.288048| 0.054043| 0.07208| 0.09615| 0.12824| 0.17105| 0.22815| 0.30432| 1 | 4.300000
4.35| -0.308113| 0.049551| 0.06743| 0.09176| 0.12488| 0.16994| 0.23127| 0.31472| 1 | 4.350000
4.40 | -0.328605| 0.045302| 0.06293| 0.08741| 0.12141| 0.16864| 0.23425| 0.32537| 1 | 4.400000
4.45 | -0.349568| 0.041288| 0.05857| 0.08307| 0.11784| 0.16714| 0.23709| 0.33630| 1 | 4.450000




Bijl age 4: Bro ncode gendice .c

/* gendice.c -- Generate dice throws

* (c) 2007 Reinier Jonker, Menno de Bell and Andries van der Leden

*/

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#include <string.h>
#include <stdlib.h>

/* Prototypes */
double rnddouble ();

/* Globals

*/

double maxint;
FILE *devrnd;

/* Main function */

int main(int argc, char *argv[]) {

int i,

Js

int nthrows;

double
double
double
double

pl6];
pcumlt [6];
q9;

avg[6];

int nthrown[6];

/* Initialise globals */

/%
/%

/%
/%
/%

/%
/%

/* The

Largest possible integer */
Pointer to /dev/random */

Iterators */
The number of throws */
Probability for each number */

Chosen random value; 0. < q < 1. %/
nth average */

numer of times each number was
thrown */

maxint = pow(2, 8 * sizeof(unsigned int)) - 1;

devrnd = fopen("/dev/random", "r");

FILE *outfile;

/%

Output file */

/* Initialise with default parameters */

plo] =
pl1]
pl2]
pl3]

1./6.;
1./6.;
1./6.;
1./6.;



p 4]
p (5]

I n
=
~N OO
(o)l e))

/* Normalise probabilities */

q=0;

for(i = 0; i < 6; i++) {
printf ("Relative probability of side %d: ", i + 1);
scanf ("%1f", &plil);
q = q + plil;

}

for(i = 0; i < 6; i++) {
plil = plil / q;

/* Read the number of throws from the first argument or
substitute the default */
if(argc > 1) {
if (sscanf (argv[1], "%d", &nthrows) != 1) {
nthrows = 1000;

}
}
else {

nthrows = 1000;
}

/* Make an array with cumulative probabilities and
initialise statistics */
pcumlt [0] = p[0];
nthrown[0] = O;
avg[0] = 0;
for(i =1; i < 6; i++) {
pcumlt[i] = pcumlt[i - 1] + p[i];
nthrown[i] = 0;
avg[0] = 0;

/* Open output file, if available use the second argument
as output file path */
if(argc > 2) {
outfile = fopen(argv[2], "a");
}



else {
outfile = fopen("out.txt", "a");

/* Return an error if the file cannot be written */
if (outfile == NULL) {

printf ("Error\n");

return 1;

/* Generate a list of throws */
for(i = 0; i < nthrows; i++) {
q = rnddouble();
for(j = 0; j < 6; j++) {
if(q < pcumlt([j]) {
nthrown [j]++;
fprintf (outfile, "%d\n", j + 1);
break;

/* Close output file */
fclose(outfile);

/* Show statistics */
for(i = 0; i < 6; i++) {
printf ("%d: %d/%d\n", i + 1, nthrown[i], nthrows);
for(j = 0; j < 6; j++) {
avgl[jl = avgl[jl + (((pow(i + 1, j + 1) *
(double) nthrown[i])) / (double) nthrows);

}
for(i = 0; i < 6; i++) {
printf ("Average of n~%d: %f\n", i + 1, avglil);

/* Close /dev/random file pointer */
fclose(devrnd);
return O;



/* Use an integer from /dev/random to generate a random
double between 0. and 1. */

double rnddouble () {
unsigned int r;
fread(&r, sizeof (unsigned int), 1, devrnd);
return(r / maxint);



Bijl age 5: Bro ncode numeric2.c

/* Calculate a two-parameter numeric model for six-sided dice
*
* (c) 2007 Reinier Jonker, Menno de Bell and Andries van der Leden

*/

/* Standard library and gplot includes */
#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include <string.h>

#include <stdlib.h>

#include "gplot.h"

/* Prototypes */

void probabilities(double, double);
double csump(double, double);
double cavg(double, double);

/* Main function */

int main(int argc, char *argv[]) {
int result;
double avg;

printf ("Gemiddelde worp: ");
while(scanf ("%1g", &avg)) {
if(avg >= 1. && avg <= 6.) {
probabilities(0.000000000001, avg);

}
printf ("Gemiddelde worp: ");

void probabilities(double threshold, double avg) {
int i;
double alpha = 1./6.;
double beta = 0.;

double di; /* First order approximaition */

double pthr = 1. + threshold; /* Positive and negative limits */



double nthr = 1. - threshold;
int limit = 5000000; /* Maximum number of iterations *x/

/* Plot variables */
float sidel[nsides];
float pres[nsides];
char *plotfunc;

/* Numerical calculation */
for(i = 0; i < limit; i++) {
dl = cavg(alpha, beta) / avg;
if(d1 > pthr || d1 < nthr) {
beta = beta + d1 - 1.;

}
else {
break;

/* Calculate alhpa explicitly */
alpha = 1. / csump(l., beta);

/* Prepare plot data and print results */
printf ("%d iteraties\nalpha = 7%.10f; beta = %.10f\n", i, alpha, beta);
for(i = 0; i < nsides; i++) {

side[i] i+ 1;

pres[i] = alpha * exp(-(i + 1) * beta);

printf ("p(%d) = %.10f\n", i + 1, pres[i]);

printf ("\nGemiddelde: %.10f; Som: %.10f\n", cavg(alpha, beta), csump(alpha, beta))

/* Make plot */

asprintf (&plotfunc, "%.10f * exp(’%.10f * x)", alpha, - beta);
gpl_axis(X, 1., nsides, "Zijde");

gpl_axis(Y, 0., 1., "Kans");

gpl_style(POINTS) ;

gpl_data(nsides, side, pres, "Kans (zijde)");
gpl_style(LINES);



gpl_func(plotfunc, "Continue kansverdeling");
gpl_show();

free(plotfunc);

/* Calculate the sum of the probabilities for given alpha and beta */
double csump(double alpha, double beta) {

int i;

double sum = O.;

for(i = 1; i <= nsides; i++) {
sum = sum + exp( - i * beta);

return alpha * sum;

/* Calculate the average throw for given alpha and beta */
double cavg(double alpha, double beta) {

int i;

double avg = 0.;

for(i = 1; i <= nsides; i++) {

avg = avg + i * exp(- i * beta);

}

return alpha * avg;



Bijl age 6: Bro ncode numeric.c

/* numeric.c -- Calculate a numeric model for six-sided dice

* (c) 2007 Reinier Jonker, Menno de Bell and Andries van der Leden
*/

/* Standard library and gplot includes */

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include <string.h>

#include <stdlib.h>

#include "gplot.h"

/* Prototypes */

void probabilities(double avgl]);

double csump(double avgl[]);

double cavg(int power, double avgl]);

double pi(int side, double lambdal]);

double lagr(double lambdal], double avgll);

double dlagdp(int side, double lambdal]);

double dlagdl(int order, double lambdal], double avgl]);

/* Main function */

int main(int argc, char *argv[]) {
int result;
double avgl6];

/* The first ’average’ is actually the condition that the sum
of properties is 1. x/
avgl0] = 1.;

/* Ask for nth-power averages. Zeroes will be ignored. */
printf ("Worpgemiddelden: ");
while(scanf ("%1lg %lg %lg %lg %lg", &avglll, &avgl[2], &avgl[3],
&avg[4], &avgl[5]) == 5) {
probabilities(avg) ;
printf ("Worpgemiddelden: ");

/* We always succeed in programme execution */
return O;



/* Calculate the probabilities given the nth-power averages */
void probabilities(double avgl[]) {
int i, j; /* Iterators */

int limit = 5000000; /* Maximum number of iterations */

double step[6] = {0.00001, 0.00001, 0.00001, 0.000001, 0.000001, 0.000001};
/* Initial step sizes */
double deltal6]; /* Gradient-based increments for the
lambda parameters */

double lambdal[6] = {0, 0, 0, O, 0, O};
/* Initialise lambdas to 0 */
double dL; /* Partial derivative of L in the current
iteration */

double hist[6] = {1., 1., 1., 1., 1., 1.3};
/* Store partial derivative for the next
iteration */

/* Plot variables */
float sidel[6];

float pres[6];

char *plotlabel;

/* Initial condition: p(i) = 1/N x/
lambda[0] = -log(1./6.);

/* Numerical calculation */
for(i = 0; i < limit; i++) {

/* Calculate gradient */
for(j = 0; j < 6; j++) {
dL = dlagdl(j, lambda, avg);

/* Halve step size if the sign of the partial derivative
changes */

if((dL * hist[j]) < 0) {
step[j]l = 0.5 x step[j];



}
hist[j] = dL;
deltalj] = step[j] * dL;
}
/* Adjust lambdas */
for(j = 0; j < 6; j++) {
lambda[j] = lambdal[j]l - deltalj];
}

/* Prepare plot data and print results */
printf("%d iterations\nlambdal = %G; lambda2 = %G; lambda3 = %G;
lambda4 = %G; lambdab = %G; lambda6 = %G\n", i, lambdalO],
lambda[1], lambda[2], lambda[3], lambda[4], lambda[5]);
for(i = 0; i < 6; i++) {
sidel[i] i+ 1;
pres[i] pi(i + 1, lambda);

printf ("p(%d) = %f\n", i + 1, pres([i]);

printf ("\n<W>: %f; <W~2>: Y%f; <W™3>: %f; <W"4>: %f; <W~5>: %f; Som: %f\n",
cavg(l, lambda), cavg(2, lambda), cavg(3, lambda),
cavg(4, lambda), cavg(5, lambda), csump(lambda));

/* Make plot */

asprintf (&plotlabel, "lambdal = %G\nlambda2 = %G\nlambda2 = %G\n
lambda3 = %G\nlambda4 = %G\nlambda5 = %G\nlambda6 = %G",
lambda[0], lambda[1], lambda[2], lambda[3], lambda[4], lambdal[5]);

gpl_style(POINTS);

gpl_axis(X, 1., 6., "Zijde");
gpl_axis(Y, 0., 1., "Kans");

gpl_data(6, side, pres, "Kans (zijde)");
gpl_style(LINES);

gpl_command (plotlabel);

gpl_show();

/* Print final step sizes */
for(i = 0; i < 6; i++) {
printf ("step[%d] = %G\n", i, stepl[il);



/* Calculate the sum of the probabilities for given lambdas */
double csump(double lambdal[]) {

int 1i;

double sum = 0.;

for(i = 1; i < 7; i++) {
sum = sum + pi(i, lambda);

return sum,;

/* Calculate the average throw for given lambdas */
double cavg(int power, double lambdal[]) {

int i;

double avg = 0.;

for(i =1; 1 < 7; i++) {
avg = avg + pow(i, power) * pi(i, lambda);

return avg;

/* Current p(i) for given lambdas */
double pi(int side, double lambdal]) {
int 1i;
double arg = 0.;
for(i = 0; i < 6; i++) {
arg = arg - pow(side, i) * lambdali];
}

return exp(arg);

/* The Lagrangian for given lambdas and averages */
double lagr(double lambdal], double avg[]l) {
int i, j;



double p;
double logp;
double L = 0. ;

for(i = 1; i < 7; i++) {
/* Calculate log(p) and p for this side */
logp = O;
for(j = 0; j < 6; j++) {
logp = logp - lambdalj] * pow(i, j);

}
p = exp(logp);
L=L-p * logp;

for(j = 0; j < 6; j++) {
L =L - pow(i, j) * lambdalj]l * p;

3

/* Calculate the Lagrangian */
for(j = 0; j < 6; j++) {

L = L - lambdal[j] * avglj];
}

return L;

/* Differentiate the Lagrangian with respect to lambda(order) x/
double dlagdl(int order, double lambdal], double avg[]) {
int i;
double res = 0.;
for(i = 1; i < 7; i++) {
res = res - pow(i, order) * pi(i, lambda);
+

return res + avglorder];

/* Differentiate the Lagrangian with respect to p(side).
Not actually used. */
double dlagdp(int side, double lambda[]) {
int 1i;
double p;
double logp = 0.;
for(i = 0; i < 6; i++) {



logp = logp - pow(side, i) * lambdali];
}
return - logp - lambda[0] - lambda[l] * side;



